
〔研究ノート〕

最適効用水準U＊と

　　　　　最適価格体系P＊の選択

石　原　健　一

はじめに

　前稿1）で，Theilの物価指数算式　　log－change型指数を採りあげたが，

この指数は情報理論を援用した多分に形式的な指数算式であった。そして，

形式論的物価指数といえども経済理論的接近が可能であるということから，

理論生計費指数（1），理論数量指数（2）
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となり，それぞれ効用水準u，価格体系pから独立となることを示した。

さらに，（4），（5）式の両辺の対数をとれぽ，log－change型指数となること

がわかっている。

　しかし，前稿で明らかにしたのは理論生計費指数（理論数量指数）が内包

する問題点2）

　（i）効用関数Zt－u（p，　lll）が定式化されなけれぽならない

　㈲　（1）式は選択される効用水準ZIに依存している（同様に，（2）式は価

　　格体系pに依存している）

を解決する方法

　（i）については，

　　①　効用関数を特定化する

　　②　効用関数の特定化を避け，効用関数の範囲を定め，（1）式のとりう

　　　る範囲を限定する

　（ii）については，

　　③　効用関数が相似拡大的vh・m・thetic）である

　　④　何らかの規準を設け，最適効用水準Ztを決定する

のうち，①と③についてであり，②と④については検討されなかった。そこ

で，本稿では，解決策④について，とくにTheil〔29〕，〔30〕を中心に検討

していくことにする。

1．理論指数の幾何学的解釈

　本章では，（1），（2）式の幾何学的解釈を試みる。図による理解を容易にす

るために，両式の両辺の対数をとり，価格と実質所得の比較を比率から差の

式に変換する。これはまた，3章で真の指数の近似式がTheil算式である

ことを示すための要請でもある。

　　　　　lo91P（P，，　P，＿1，　u）＝109　m（P，，　u）－log　lil（♪r－1，　zt　）　　　　（6）
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　　　　　log　IQ（Ztt，ε｛t－1，カ）＝lo9〃2（P，　Ut）－109117（カ，　Ztt＿1）　　　　　（7）

　次に，（n＋1）次元の対数の価格一所得空間を考えよう。しかし，問題を

簡単にするため，財の数nを2にして，3次元の対数の価格一所得空間を図

示する。
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　　　　　　　　　　　　　　　Fig．1

　Fig．1－（a）において，　A，はt時点の価格一所得状態を，　A，－l　el　（t－1）時

点の価格一所得状態を示している。つまり，ん＝（plt，　p2t，〃の，　A、－1＝

（PLt－1，　p2．t．1，　nlt－1）。したがって，　AtとA，．1に対して，それぞれの効用

水準が定まるはずである。すなわち，A，に対してはltご＝〃（Mt，　P，），　A，．1

に対してはZtt－1＝u（”1t－1，　p，．1）。

　次に，Fig．1－（b）は，　Fig．1－（a）の平面A，－tBt　．．　IB，　A，を抽出して，垂

直軸をさらに延長したものである。したがって，垂直軸は所得ηzを測定し

ている。曲線．4、．，Cは，　t時点と（t－1）時点の間のすべての時点に対し

て，そのときの価格体系で効用Ut－1を得ることのできる最小の支出額の軌
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跡を示している。したがって，CB，は，比較時点の価格状態（Plt，　p2t）で，

基準時点の効用UtLLを得るための最小の支出額を示している。同様に，曲

線1）んはt時点と（t－1）時点の間のすべての時点に対してその時の価格状

態で効用Utを得ることのできる最小の支出額の軌跡を示している。したが

って，DB，－1は基準時点の価格状態（PLt．1，　p2．t－1）で比較時点の効用Zttを

得るための最小の支出額を示している。

　そこで，理論生計費指数を考えると，（6）式より効用水準Ztt－1で計算され

た理論生計費指数は，

　　　　lOg　IP（P，，　Pt＿1，　Ut－1）＝109　m（P，，　Ut＿1）－10911・1（P’－1，　Ut－1）

　　　　　　　　　　　　　＝CB，一．4，一｜B，－1　　　　　　　　　　　　（8）

となり，同様に効用水準Utで計算された理論生計費指数は，

　　　　　　　　　109／p（1）t，P，＿1，　Ztt）＝A，B，－DB，－1　　　　　　　　　（9）

となる。

　次に，理論数量指数を考えると（7）式より，価格体系p、1で計算された理

論数量指数は，

　　　　lo9∫e（Ztt，　Ut－1，　P，－1）＝log　m＠Ut，1），1）－lo9〃i（ltt－1，　Pt＿1）

＝ DB，．t－　A，　LB，　，

　　　　　　　　　　　　　＝1）A，－1　　　　　　　　　　　　　　　（10）

となり，同様に価格体系Ptで計算された理論数量指数は，

　　　　　　　　　　　10g∫o（Ut，　Ut－1，　p〆）＝A，C　　　　　　　　　　　　（11）

である。

2．最適効用水準u＊と最適価格体系p＊の選択

　「はじめに」で述べたように，理論生計費指数／．と理論数量指数石は，

それぞれ計算される効用水準uと価格体系pの異なる選択によって，その

値も異なってしまう。そこで本章では，何らかの基準を設け，最適効用水準
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lt＊と最適価格体系p＊を選択することにする。

　まず，Theilはuとpが当然備えていなけれぽならない，または備えて

いることが望ましい公理を5つ示して，その5つの公理よりtt＊とp＊とを

決定する。

　指数を理論生計費指数と理論数量指数のペアで考えるとき，それらは同一

性をもっていなけれぽならない。たとえぽ，理論数量指数を計算するのにt

時点の価格体系p，を用いれぽ，理論生計費指数を計算するのに用いる効用

水準もt時点の水準Ut－tt（lll‘，　Pt）でなけれぽならない。したがって，最

初の公理は，

　公理1．

　理論生計費指数を計算するときの効用水準tt－zイ　（？］2，　p）の変数pと，

理論数量指数を計算するときの価格体系pは同一であるべきである3）。

　そして，比較される時点の価格体系はp，．1とp、，同様に所得はli2　t．1と

〃z，である。だから，理論生計費指数が計算される最適効用水準Zlt＊＝

1イ（mt＊，　P，＊）の変数〃？t＊とp，＊，そして理論数量指数が計算される価格体

系p，＊は，それぞれ1］7・t＊がlllt，1とMtの関数，　p，＊がp，－1とp↓の関数で

なけれぽならない。したがって，第2の公理は，

公理2．

〃2ご＊＝∫（｝｝l　t
　
－

1
，　　｝｝1　t），　カ、，＊＝∫＠、．，一｜，　Pi，）

　　　　　　　（ただし，〃1＞0，p＞0）

それ故，理論生計費指数が計算される最適効用水準Ut＊は，

　　　　Ut＊－Zt（∫（〃lt－1，112t），∫（Pl．t－1，　Plt），…，∫（P。．t，L，　P，、t））　（12）

理論数量指数が計算される価格体系p，＊は，

　　　　　　　　P，＊＝（∫（P，．，＿1，　Plt），　…　，　∫（t）n．t－1，　Pnt））　　　　　　　　　（13）

となる。
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　そして，関数∫（

理は，

）は，2変数の間の値をとるべきであるから，第3の公

公理3．

∫（x，x）≡x，　　x＞0 （14）4）

となる。ここで，xは，　nlt－1，711t，　p、．，－1，　Pi，のいずれかである。

　次に，2時点の比較を行うのであるから，両時点の所得と価格を平等に反

映しなけれぽならない。つまり，両時点を対称的に取り扱わねぽならない。

そこで，第4の公理は5），

公理4．

∫（x，y）≡∫（y，　x），　　x，　y＞0

ここで，xが（t－1）時点の変数（nlt．1，またはPt－1）のときはyがt時点の

変数（n2t，またはp，），　xがt時点の変数のときはyが（t－1）時点の変数で

ある。

　最後に，いま，

　　　　ort＊＝u（∫（Mt－1，　mt），∫（Pl．t－1，　Pit），…，∫（P。，t　1，　P。t））

が決定されていると仮定する。このとき，基準時と比較時の効用水準は，そ

れぞれ

　　　　　　　　　Ut．1＝u（Mt－1，　Pl．，－1，…，　P。．t．1）

Ut＝u（nZt，　Pit，…　，　Pnt）

となる。次に，基準時におけるすべての価格と所得は変化しないで，比較時

において，すべての価格と所得がc倍（cは正の定数）になったとしよう。

そのとき，比較時の効用水準Utは変化しない6）。すなわち，

　　　　　　　　　　Ut＝u（nZt，　P，，，…，　Pnt）

　　　　　　　　　　　＝u（cmt，　cplt，…，　cp。t）

したがって，Ut＊もこのとき変化してはならない。すなわち，
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　　　Zイt＊＝U（∫（nl、．1，〃の，∫（Pl，t－1，　Plt），…，ノ（P。，t－1，　P。t））

　　　　　＝u（∫（Mt－1，　cmt），　f（PLt－1，　cPit），…，∫（P。．t－1，　cp。t））

が成立しなけれぽならない。上式が成立するためには，次式が成り立たねぽ

ならない。

　　　　　　　　　∫（Mt－1，　cmt）＝F（c）∫（mt－1，　mt）　　　　　　　　｛1：1㌘1蕊∴∵

したがって，第5の公理は7），

公理5．

∫（x，cy）≡F（c）∫（κ，　y），　　c，　x，　y＞0 （15）

ここで，x，yはmまたはpである。ただし，　xとyで時点が異なる。ま

た，cは比例定数である。

　以上の5つの公理より，まずF（c）の関数型を選択し，続いて∫（）の

関数型を導き出すことにする。

　いま，（t－1）時点とt時点のそれぞれの時点における価格と所得の比例的

変化を考える。

　すると，（Cl＞0，　c2＞0は比例定数）

　　　　　　　　　∫（CIκ，　c2Y）≡F（c2）∫（Clx，　y）　　　　　（公理5より）

　　　　　　　　　　　　　　≡F（c2）∫（y，　CIκ）　　　　　（公理4より）

　　　　　　　　　　　　　　≡F（Cl）F（c2）∫（y，　x）　　　（公理5より）

　　　　　　　　　　　　　　≡F（Cl）F（c2）∫（x，　y）　　　（公理4より）

いま，x＝y，　Cl＝c2＝cの特別な場合を考えると，（15）8）式より

　　　　　　　　　　f（cx，　cx）≡｛F（c）｝2f（x，　x）

　　　　　　　　　　　　　　cx≡｛F（c）｝2x　　　　　　　（公理3より）

　　　　　　　　　　∴F（c）≡v’　c　　（∵c＞0）
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　次に，∫（）の関数型を導き出すために，F（c）＝、cを（15）式に代入す

る。すると

　　　　　　　　　　　ノ（CIκ，　c2y）≡v’　Clc2∫（x，　y）　　　　　　　　　　　　　　　（16）9）

この式を基にして∫（）の関数型を見つけだす。そのために，以下の置き

換えを行う。

　　　　　　X≡log　x，　Y≡log　y，　α、≡log　c、　　（i＝1，2）

　　　　　　a≡log　A　　（aは定数）

　　　　　　G（X，　】if）≡109∫（X，　y）二109∫（ρx，　ey）

（16）式の両辺の対数をとって，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（17）　　　　　　　　　10g∫（Clx，　c2Y）≡logVCi　c2　f（x，　y）

　　　　　　　　　　左辺＝log　f（ei°gc’x，　el°gc2）’）

　　　　　　　　　　　　　　＝lOg∫（eiog　ci↓tog　x，　elog　c2　－log　y）

　　　　　　　　　　　　　＝log∫（eα1＋x，　ea2＋y）

　　　　　　　　　　　　　＝G（α1＋x，a2＋Y）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
　　　　　　　　　　右辺＝log　ci2十10g　c22十log∫（x，　y）

　　　　　　　　　　　　　一Tl・9　・・　・tl・gc・斗1・gf（x，・）

　　　　　　　　　　　　　一丁α1＋÷…G（x，γ）

よって，

　　　　　　G（α1＋x，・・＋Y）i　Sαi＋丁・・＋G（x，Y）

　　　　　　・G（X…，　Y…）－G（X，Y）≡｝α1＋1・・

（・8）式より潤数αX，Y）の傾き・・÷であ・…．

したがって，

G（x，Y）一｝x＋丁γ＋・

と書ける。変数を元に戻すと，
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　　　　　　　　1・gノ（・，・y）一†1・9・＋Tl・gy＋1・gA

　　　　　　　　　　　　　＝log　A　s．i　xy

　　　　　　　　∴　∫（x，　y）＝／1偏二　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（20）11）

ここで，i（x，　x）を考えると，（20）式より

　　　　　　　　　　　　∫（x，x）＝．4　v／xx＝Ax

他方，公理3により

　　　　　　　　　　　　　　∫（x，x）＝x

したがって，

　　　　　　　　　　　　　　　Ax＝x

　　　　　　　　　　　　　　　∴A＝1

以上のことから

　　　　　　　　　　　　　　∫（x，　y）－N／石テ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（21）

結局，前述の5つの公理を満足する関数∫（）は幾何平均であることがわ

かる。

　したがって，（12），（13）式より，理論生計費指数が計算される最適効用水

準Ut＊と理論数量指数が計算される最適価格体系p，＊は，次のようになる。

Ut＊＝U（〃2t＿1〃2t，　Vl）1，t＿IZ）ltr　…　，　VP．，t＿1Pnt）

P，＊＝（VP，、，＿iPlt，　一一一，　VP．，t＿1Pnt） A
　

り
ム
3

リ
ム
り
Q

v
　
v
／

そして，理論生計費指数lpと理論数量指数んは，次式で表わされる。

・・（P，・・P，－1，Ut＊）一 畿1，蘂2）

・・（u・・－Ut－1・P・・）一
悉：・ik））

（24）

（25）

（24），（25）式をFig．1－（b）と同じように図示するため，それらの両辺の

（自然）対数をとると，

　　　　log∫P（Pz，　Pt＿1，　Ut＊）＝log　m（P，，　ort＊）－log　m（P，＿，，　Ut＊）

　　　　log∫ρ（Ut，　Ut＿1，　t）z＊）＝log　m（P，＊，　Ut）－log　m（i）t＊，　Ut＿1）

　　　　　　　　　　　　　　　－9一

（26）

（27）
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図の軸がすべて対数となるため，幾何平均価格Pit＊＝、Pitpi．t－1

ると，

も対数をと

　　　　　　　　　1・9ρ，・＊一丁（1・9・P・．1－1＋1・9・P・・）

また同様に，幾何平均所得｝IZt＊＝、　jll，．1172tも対数をとると

　　　　　　　　　1・9・n・t＊一；（1・9〃・・－1＋1・9・nzt）　　　（28）

　　　　iog　iil　　　　　　　　　　　　　　　　lO9111　　　　　　　　　　　　　　　　109〃2

　　A，．
（109111t－

A（

（log　tllt）

F

c

　　　　　　　　　　　　　 　　　　　　　　　　　　　　 ，

　　　　（109b，．t．1）　　　　　　　　　　　　（109　P《‘＊）　　　　　　　　　　　　　（109　t）it）

　　　　　　　　　　　　　　　　Fig．2

したがって，図中のlog　Pit＊とlog　7nt＊の位置は，　Fig．2のようになり，最

適効用水準Ut＊の位置も図のように定まる。ただし，　IA、＊＝A，＊∫，　B，－IB、＊

＝ B，＊B，である。そして，この図から，

log　IP（P‡，　P，－1，　U　

t＊）＝FB，－EB，－1　　　　　　　　　（29）

　　　　　　　　　log∫ρ（Ut，　Ut－1，　P，＊）＝GBご＊－HB，＊

　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝GH　　　　　　　　　　（30）
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となる。

3．理論生計費指数の近似式としての

　Theil指数算式

　2章で述べた真の指数のペア（24）式と（25）式は，実際には計算不可能であ

る。したがって，実際に観察可能な2時点の価格と数量のデータによって数

値が求められる「理論生計費指数の近似式」が必要となる。それ故，本章で

は，テーラー級数を用いて（24）式と（25）式から真の指数の近似式を求め，そ

の式・・，・・イ・カ・÷（lvf．t－1・…∂の1・9－・h・ng・型指数一Th・il指数算

式であることを示す。

　まず，テーラー級数より近似式を求めるのに重要な役割を果たす補助定理

を導き出す。もし，ある関数∫（）の変数がaからα，（－a＋δ）へδ（≒

0）だけ微小に変化したとき，八α。）はテーラー級数の公式によって次式の

ように書き表わせる12）。

s（au）－z；1（f）・聖）（au一め・ア〉，a）（ae－a）・・…

　　　・t（z’S！Z2（）（au－a）・

そして，1次導関数に（）式を適用すると

八a［1）一ア（a）＋（a・－a）f”（・）＋†（a・一・）㍗（・）

　　　　・1（a・一・）3f（・・（め・…・÷（a・一・）nfC・一・ω

・∫’（・）一（a・一・澗）一∫’ω一†（al一め2f”・（・）

　　　　　　　　　　　　－1（ae一の3f（・・ω一…

　　　　　　　　　　　－11一

（31）
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　　　　　　　　　　　　　　　　一⊥（a亡。）・f｛n－U（a）　　（32）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　n．

次に，（31）式より

∫ω一∫（a）一（al－a）ff’（a）一；（a・－a）ゲ（・）－1（a・－a）：1．・”rr（・）一…

　　　　　　一；（a・－a）f’（a）＋s（a・－a）｛f’（・）＋（a・－a）f”（a）｝

　　　　　　　－1（af一a）y4・（a）・＋…

　　　　　　－t（an－・）f’（・）・s（a・－a）！f・（au）t（a・－a）2f－（・）

　　　　　　　一；（a・－a）3f“・（・）一…｝

　　　　　　　・静一a）・f’”（a）＋…（…（32）式・り）

　　　　　　－1（af一a）｛f’（a）＋f’（au）｝一÷（a・一・）・f”’（・）

　　　　　　　＋1（a・－a）：’f”’（a）

　　　　　　　一吉（a・－a）4f・‘1（a）・一…

　　　　　　一；（・一・）｛f’（・）ザ（・・）｝一吉（・一・）・f－t（・）

　　　　　　　一吉（a・－a）・f・‘）（・）一…

ここで，（α，－a）3以降の項をまとめて03と置き換えると，補助定理は

　　　　　　∫（・・）－f（a）一÷（・・－a）｛f’（めザ（・・）｝・・，，　　（33）

となり，剰余項03は，a一a（一δ≒0）を3乗以上した項を加えたものであ

るから，無視してよいほど微小な値となる13）。この補助定理は，関数∫（）

の変数がaからα。に変化したとき，その関数の値の変化は，03を無視すれ

ぽ，変数の変化と2つの傾きの算術平均の内積に等しいことを意味する。
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　また，近似式を導出するときに必要であるもう一つの1次のテーラー級数

式を示しておこう。（31）式において，（a。－a）2以降の項をまとめて02とす

ると，1次のテーラー級数式は次式で表わせる。

　　　　　　　　　　∫（ao）＝∫（a）叫一（aD－a）f’（a）＋02　　　　　　　　　　　（34）

この剰余項02は，α。－a（＝δ≒0）を2乗以上した項を加えたものである

から，03よりは（ao－a）2の項の分だけ大きいが，やはり無視してよいほど

小さな値となる。

　以上の概念を援用して，次に近似式の問題へと進んでいこう。Fig．3にお

いて，線分A，＊B，＊の長さを考えると，

　　　　　　A，＊B，＊＝log　m（Ut＊，　P，＊）

　　　　　　　　　＝109mt＊

　　　　　　　　　－109∀扁

　　　　　　　　　一†1・gmt－1＋Ti・g　mt

　　　　　　　　　－・1・gmt－1＋丁（1・gmt－1・gmt－1）

　　　　　　　　　－1・9－†1・9－iXt、　　　　　（35）・4・

いま，消費者が点A，＊から点Fへ移動する，言い換えれぽ価格体系がρ、＊

からPtへ変化した場合を考える。このとき，効用水準Ut＊を維持するため

に増加させねぽならない所得の対数は，（FB，－A，＊B，＊）である。この長さ

を1，とすると，1，は

　　　　　　　　　1，＝10g　m（Ut＊，　P，）－109　m（Ut＊，　P，＊）　　　　　　　　（36）

となり，（35）式を代入すると

　　　　　　　1，－1・gm（…＊・・Pt）一（1・9・ml－1＋†1・9㌃e）　（37）

　他方，f（Pi）　・＝　log〃m（ort＊，　p）という関数を考える。ここで，　Ut＊は一定

で，∫（）の変数はp、だけである。また，∫（）は，当然のことながら，
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lo9〃ノ

1
，

109〃／ log〃♂

　B，1
（log♪、．t－1）

B，＊

（］ogP、t＊）

Fig．3

k
’

N

　B，
（log！）　t／t）

log　Piの関数ともみなしうる。　A，＊からFへ移動したとき，すべての価格

はPit＊からPi，（すなわち，　log　Pit＊からlogρDへ変化する。すると，11
　　　　　　　　　　　　　　ら

を補助定理（33）を用いて表わすことも可能である。すなわち，

　　　　1，＝∫（クit）－f（Pit＊）

　　　　　＝∫（109Pi，）一∫（109カit＊）

　　　　　一去（1・9・Pit　－1・9ぴ）｛f’（1・9・Pit）ザ（1・9バ）｝＋・・（38）

このとき，
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　　　　　　　－S（1・9・P・，　－1・9・P・．t　－1）

　　　　　　　一｝］・9zllit、　　　　（39）

f’（1・g加一∂1°9∂罐・P）

　　　　一瓢二留／普

　　　　　＿∂l」’？（Ut＊，　P）　　　P、

　　　　　　　　∂Pl　　　7η（Ut＊，♪）

　　　　＝∂（ΣP・q、）．　　P，

　　　　　　　∂P，　　m（Ut＊，♪）

一
ql（Ztl＊・P）・“、（捻，ρ）

＿　Piqi（Zlt＊，　P）

　　　　　　　　　　　　　　　ΣPiqi

　　　　　　　　　　　　　；zv、（Ztt＊，　1））　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（40）

つまり，これは，価格体系がp，達成される効用水準がUt＊のときの第τ財

のウェイトである。これより，次式が成り立ち，上から順にそれぞれ，A，

Bi，　C，と置く。

　　　　f’（1・9加）一∂1°g緩梁）－IVi（鋤）－A，　（・・）

　　　　f’（1・9・P・，＊）一　al°9鑛1か＊）－Wi（u・＊・・Pt・）－B・（42）

　　　　f’（1・g久・－1）一∂1°9畿㌍’一’）－1・，（u・＊，・Pt－1）－C・（43）

つまり，允，B，，　C、は，達成される効用水準がUt＊，価格体系がそれぞれ

p，，p，＊，　p、－1のときの第i財のウェイトである。これらを（38）式に代入する

と，

1，一許宍†1・9捻品
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　　　　　　　　　　一薯≒B’・1・9，；：：1＋・3　　　（44）

（37）式と（44）式より

　　　　　1・9・”・（u・＊，・Pt）一（1・g　mt－1＋S，・g為

　　　　　　一薯A＞且・1・9、：it＋・3

　　　　　　・1・g娠・，PI）－1・g　mt－1＋†i・gSl

　　　　　　　　　　　　　　・堅どr民…g，；：；1＋・・　（45）15・

　次に，消費者が点At＊から点Eへ移動する場合を考える。そのとき，効

用水準Ut＊を維持するために減少させねぽならない所得の対数は，（A，＊B，＊

－ EB，－1）である。これを12とすると，同様にして16），

1・一
（1・gmt－1＋｝1・9”）－1・gm（‥－1）

また，補助定理より，

したがって，

1・一堅fC・1・gtilit＋・3

1・gm（Ut・，　P，－1）－1・g　mt－1＋ti・9諾1、

　　　　　　　　一堅IC・1・gft「・・

（46）

（47）

（48）

そして，（45）式から（48）式を引くことによって，（43）式によって与えられて

いる理論生計費指数の対数をとった式の右辺を得ることができる。すなわ

ち，

　　　　　109m（Ut＊，　P，）－log　m（Ut＊，　P，－1）

　　　　一自A才且・1・9嘉＋堅＞C・1・9illifr…　・s・
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　　　　・1・gみ（Pl・・一＊）一堅・＋2響＋9・1・9煮＋・3（49）

　次に，（34）式の1次のテーラー級数式を使って，（A，＋2B，　＋　C，）につい

て考察する。いま，関数g（p，）＝rv，（Ztt＊，　p）について考えると，この関数

は，達成される効用水準h：　ut＊のときに，価格体系pの変化とともに第i

財のウェイトがどのように変化するかを表わしている。ここで，価格体系

が，p、＊からp，へと変化すると，（34）式より

　　　g（log　Z）it）＝g（10g　pit＊）＋（10g　pi，－log　t），t＊）g’（log　pit＊）＋02　（50）

また，g（log　p、）＝u’i（ztt＊，　p）；f’（log　p、）と，（39），（41）～（43）式より，

　　　　　　　A，－B・・自∂z”・1齢＊）・｝1・9zll：？1’＋α

同様に，価格体系h：　P、＊からp，．1に変化したとき，

　　　　　　　C，－B一書∂2疋帯、ξ’＊）・÷i・g，；：：1＋・2

（51）式と（52）式を加えると，

A，－trC，＝2B↓－LO2

（51）

（52）

（53）

となり，（41），（43）式より，A＝z．Vi（zイt＊，　p、）はt時点のウェイト，　C，－

L｛．・i（Ut＊，　Pt－Dは（t－1）時点のウェイトを意味している。よって，（53）式か

ら

　　　　　　　　　　　　　tVit＋lv，，t－1＝2B，＋02　　　　　　　　　　　　　　　　　（54）

他方，（53）式の両辺に2B、を加え，0、を無視し，（54）式を適用すれぽ，

　　　　　　　　　　Al＋2Bt＋C，一＝4Bt⊥02

　　　　　　　　　　　　　　　　≒4Bt

　　　　　　　　　　　　　　　　　＝2（IVit＋tVi．t－1）　　　　　　　　　　　　　（55）

この（55）式を（49）式に代入して，03を無視すれぽ，

　　　　　　1・g・・（Pt・P・－1・　Ut＊）巡ひ’＋f！it．1＿，’・1・9詮、　（56）

となり，右辺はTheilの物価指数である。よって，効用水準Ut＊で計算さ
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れた理論生計費指数の近似式ぱ，Theil物価指数算式である。

　以上と同様の手続きにより，次式も成立する。

　　　　　　1・g・・（t…一・・＿1・P，＊）≒自2社乎一’・1・9｛iif　（57）

これは，価格体系p、＊で計算された理論数量指数の近似式は，Theil数量指

数算式であることを示している。

おわりに

　前稿，そして本稿で検討したようにTheil指数のように原子論的接近方

法によって導出された指数といえども，その指数のもつ経済的意味には重要

なものがあるといえる。とくに，本稿では，理論生計費指数が効用水準から

独立となるために必要であった最適効用水準（理論数量指数については，最

適価格体系）を決定する問題についてふれた。

　そして，計算可能とするために，理論指数の近似式を求めたが，その近似

式（56）は・1・gsllitの値・1・j・さけれぽ小さ・・ほど…醐間・ミ短けれぽ

短いほど，近似の精度はよくなるといえる。このことから当然，連鎖指数と

いうことも考えられるが，log－change型連鎖指数は，

　　　　　　　　　　　　・・，一伝n（fif｝t）tC”t

ただし魂一
†（w・，t－1＋t・・it）と勤され…れはm在最高の指数とい

われているDivisia指数

　　　　　　　　　　・・，一・Pe・・p｛．C　‘2　・Vit（Piti）it）dt｝

の離散型近似でもある。

　　　〔注〕

　　1）　石原〔14〕．

　　2）　石原〔14〕，p，228．
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3）

4）

5）

6）

A
A
A
A

7
8
0
ゾ
0

　
　
　
1
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Theil〔30〕，　p，682，

Theil〔30〕，　p．683，

Thei1〔30〕，　p．683．

たとえば，ある時点で，貨幣の単位が100倍になったとする。このとき，所得

も，すべての価格も100倍になるが，効用は変化しない。

　Theil〔30〕，　p．684．

　Thei1〔30〕，　p，684．

　Theil〔30〕，　p．684．

G（X一α1，　Y一α2）一αx，γ）一］・、一：・、

・れは，xがa］増えるとα）は］・1増加して，

増加することを示している。したがって，Xが1増えると，　G（

｝・も1厳るとG（）は÷増加するので，α

に対しても，｝である。

　Theil〔30〕，　p．　685．

｝’垣巌るとα）は与

　　　　　　）峠増加し，

）の傾きは，Xに対しても｝”

11）

12）A．C．チャン『現代経済学の数学基礎』（上）・（下），大住栄治・小田正雄・高森

　寛・堀江義訳，マグロウヒル好学社，p．299参照。

13）

14）

15）

16）

Theil〔29〕，　p．685で，　Theilは0，，02を無視できると考えている。

Thei1〔30〕，　p．　686．

Theil〔30〕，　p．686，

12＝109J71（Ut＊，　P，＊）－1091n（Ut＊，♪t－1）

一
（1・9・mt－1＋｝1・9芸1）－1・9・n・（1・，・，・Pt－1）（・（35）・・）

また，一方

　12＝∫（♪it＊）－f（Pi．t－1）

　　　＝ノ’（log　P、，＊）一ノ（IOg　Z）i．t　l）

　一÷（1・9パー1。9・P、．t－1）｛f’（1。9．P、，・）ザ（1。9．P、．，－1）｝・0ス（．（33）より）

一
丁（｝1・9Pfe＋Sl・9　P，一．・＿・一・・9　P，．・＿1）・（B、＋○・・1（・（42）（43）より）

一
÷（丁・・9、－1－，一）（・，・C，）・・1

づ≒旦1・g煮＋・，，

・1・9〃（1・，＊・・Pl－1）一（1・g〃lt－一卦・”it，）一自B≠・1・gflf，一α

（48）
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17）　Theil〔30〕，　p．687，

18）3次の剰余項はすぺてθ．、で表わされる。
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