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1．INTRoDucTIoN

　　In　the　present　paper，　we　compute　Nambu－Poisson　cohomology　in　the　case

of　quadratic　Nambu－Poisson　tensor．　The　notion　ofNambu－Poisson　cohomol－

09y　was　first　introduced　by　R．　Ibafiez　et　al［2］．　Let　us　collsiderη＝（x2－十y2

㍍蕊‡蕊麟窟男㌧三㌶；罐，ll麗
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　チ
・・mP・…i・ns・f礁（R3・η’），wh・・eη’一（x2＋y2＋・2）審陽・8・

2．CoMPuTATIoN　oF　NAMBu－PoIssoN　CoHoMoLoGY

2．1．Notation　and　General　Remark⑨．　First　of　all　s、・e　review　an　equivalent　co．

homolog・　to　Nambu－Poisson　cohomologgT，　which　is　due　to　P．　Nionnier［3］．Let

Jf　be　an　m－dimensional　Cx－manilbld、、・ith　a　volume　forrnΩ．　For　h∈Ox（』∫），

we　defne　the　operator（t，、：Ωk（Af）→Ωk’－1（」し∫）by∂ノ，（a）＝hda一た（ih　Aα．　It　is

easy　to　prove　that　dノ、　o　dノ，＝0．　VVe　denote　by　lr㌻（ハ∫）the　cohomology　of　this

complex．　Letηbe　an　element　of　1”（∠1m（　m∫））．　Recall　that　suchηbecomes　al－

ways　a　Nan〕bu－Poisson　tensor［4］．Then　P．　Monnier　proved　the　following［3］．
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Proposition　2．1．　If　ive　put／z＝ちΩ、thenττ《P（』ムη）is　i50moi’1）11ic　fo　H章（』∫），

　　It　is　easy　to　see　that　if　g　is　a　functk）n　on　Af　which　does　Ilot　vanish　on　Af，

then　the　cohomologies　H　11〔ユノ『）and　1∫元、（Af）are　isolnorphic．

　　Throughout　this　paper，　we　will　use　the　following　notations：

　　●∫is　the　algebra　of　real－、・alued（’x　fullctiolls　on　R4（，1／，　y、　o，め；

　　●　∫’is　the　algebra　ofreaLvalued　Cxfし1nctions　oll　R3（．c　Jt、の；

　　●X（R4）ig．　the　JC7－niodule　ofvect（）r　fields　on　R4；

・＼・（R・）一 陪＋＋cま巳c・ア｝・
　　　　　　　　つ　　　　　　つ　　　　　　つ　　　　　　ラ
　　・∫＝．v－一トビ＋こ’÷u－；

　　・f’＝ユ・2＋ジ＋三

　　●ΩL．＝the　space　of人・－1もrms　oll　R4；

　　●Ω｛＝｛．4ぬ・十　Bdy十αたAB、　C∈∫｝；

　　●Ω3＝｛Ady∧〔iz一トB∂2Ad：r十c’d．rA（iJt　1、4，　B、（1’∈∫｝1

　　●Ω1＝｛Ad、rAdy　Ad．Z　1　A∈∫｝．

　　Ifwe　ch・・seば＝∂，r／＼dy　pt．　ciz　ag．　the　x’・lume　fc）rln・n　R’、　thel〕we　ha・e∫’＝

i，〆，First　we　comPute　Hf．P（R3，ノ㌧）、　which　is　isomorphic　to　H；（R3）b｝・Pr（）Po－

sition　2．1．　ln　the　fornial　category（Le．　all　coe備cients・f　d冊ere1・tial　fonms　arc

fornial　po、ver　series）、the　fbllowing　r・es．　ultg．　were　obtained　by　l）．　NIonnier［31．

Proposition　2．2．1〃t！le．ft）’・iH‘11α］f（理o’）・，　H？’2R，」7ト≧R、　HJ7・≧（）〔111d　Hl・≧

R．

　　VVe　wallt　to　c（）111pute　17ζin　the　C＼一（：ategory，　and　wc　will　show　that　ProPo－

sition　2．2　still　holds　even　ill　the　（7N－categc）ry．　First　it　is　clear　that　Hir・≧R．　R．

Ibanez　et　cl／［2］proved　independently（）f　P．　Nlolmier［3］that　H．1．・竺R．　Hence　it

・・ly　remains　t・c（・mP・t・碍・・d巧．一r…　mPut・them、　w・use　P・・P・siti・11

2．2．

　　Let．3　be　a　2－cocycle．　Then　by　de士］nitiol〕、3satist］esノソr1．3＝2（ぴノA．ヲ．　Denotc

by［31　the長）i’mal　Taylor　expansion　of．ヲat　the　origin・Thcn　b）アPl－oll）c）sitiollこ2・

there　exists　a辰）rmal　1－form［a］such　that［．3］　＝　戊cノ‘了［（tS．］－r〃ソA［（．1］．Hence　we

can　find　a　1－forni（、，whose　fornnal　Taylol・expallsion　at　the　origin　is［∩1．Put・ダ

＝3－（ftda－4∫1∧α）、　Then　3／is　flat（輻e．［．3t］＝0）and　satis．　fies．ft（1．〕戸＝2dft

・3戸；；…1・・n・・a・d・（り一，！、げ’〃一・c（ft・3’）一・・Ilen・e・he・e　ex・…

・fi・・1－fc・rm・su・h・1…≠－dA・P・t・十Then・’i・・n・・1－tl…・・nd・e
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Cohomology　of（Xuadratic　Nambu－Poisson　Tensor（SATO＆NAKANIsHI）

get　3’＝ft2（iδ＝∫’（iaノーdft　Aαノ．　Finally　we　have

　　　　　　　　　　　　　3＝∫’ゴ（α＋・’）－df’A（α＋α’）．

This　means　H？，＝0，
㌔

　　Next　let　us　compute．Ul，　．　The　space　of　3－cocycles　Z？，　is　clearl｝・isomorphic

toアノ．　And　the　space　of　3－coboundaries　B？r　is　isomorphic　to　the　following

space∫、．

一・一
セ’（ge＋嘉斜・（輌B＋・・）・一∫・｝

Lemma　2・3・Let　Z　be　the　sttbspace（ゾアノCOII5istin9（）f　．ft∫nctions　which　a1・e　flat‘at

the　o？㊨ig加、η7εηz⊂fl．

Pro（杭For　q∈Z，　Put

　　　　　　　　　　　　　却）2∫（q∫’）・d，…一…一α

Th・n鴫＋砦＋誓）－4（・A　＋　yB＋・0）－q・H・nce　we　h・v・・h・・q∈ア1．□

　　Denote　by　Fノ（resp．　F，）the　formal　algebra　corresponding　to∫ノ（resp．∫，）．

Let　T　be　a　mapping廿olnフ：ノto　Ft，、、・here　T（h）is　the　fbrmal　Taylor　expansion

of　h　at　the　origin・Letπ：Fノー→Fノ／Fl　be　the　canonical　projectioll，　and　put　T＝

πOT．　Then　T　is　a　sur．iective　linear　mapping　and　it　is　clear　that　ker　T＝∫，　by

Lemma　2．3、　Since　F，／F，竺Rby　Proposition　2．2，　we　get　that

　　　　　　　　　　　　　　　　畔≧∫7ア住F’／F1≧R

Thus　we　obtained　the　following　Proposition．

P・・P・・iti・n　2・4・∬ll　Cx－・・1卿γ・ir・ti〃11・ld・ti・at　Hp，1　2；　R，　H．1・　＝　．R，　H「7’－0

and　Hir～R．

　　F…h・N・mb・－P・iss・n・・n…η一ft’　A昔ASt　d・fined・・R4’we　k・・w

that

　　　　　　　　　　　　　　　　二2（Ω2）＝｛fXlX∈ピ（R4）｝．

：2（Ω2）is　denoted　by　g，　which　is　isomorphic　toΩ2／ker：2．　Note　also　that

Ω2／ker二2　is　isomorphic　toΩS．gis，　ofcourse，　a　Lie　subalgebra　of　X（R4）．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　－　3　－　　　　　　　　　　　　　　　　　115



　　Sillce正IPx．p（R4，η）＝｛g∈∫Xg＝Ofor　all工∈g｝，it　is　clear　that　HP，ア（R4，

η）：；1　cx（R）．

　　In　colnputing　Nanlbu－Poisson　coholnology、　we　use　Proposition　2・4・To　do

this，　we　lleed　the　fヒ）rmal　Taylor　expallsioll　of　a　function，4∈．1’with　respect　to

the　variable　tt，　which　is　denoted　by／4．　III　other　words、　three　variables、1㌧yand　2

are　regarded　as　parameters．　And　we　say　that．4　is　the　tt　－fc）r〃ialτのイo”exP‘lllsiOll

of－4．　This　terminology　will　be　also　used五）r　differential　forms　and　x’ector　fields．

Thus　we　can　express，4〔similarly　13　and　C）as　follows．

（1）

where　aA．，　bA．，　CL、∈フ：ノ、

　　To　colnptlte　HX－p（R4，η）、　k≧1コet　us　define　a　liIlear　mappillg（『ノ：∫→

Ω｛by

　　　　　　　　　　　　　　　　…一梁・1］z　dy＋袈…

This　operator　dt　is　naturally　extended　to　a　linear　Iual）pillg　fr　o　in　9）1，　toΩ｛．＿1．

Moreover　we　defilユe（ヵ：Ω！、→Ω1，．＿l　by

dt，（a）＝fd’α一kcf・’f八α，　a∈Ω（．

The・中1；0・a・d　we　den…by聯the　c・h・1…1・9y　space　witl・re・pect　t・

（il，

　　　　　　’

　　　　　．

　　　Ifwe　defille　b：ぺ（R4｝→Ω1　by　b（，Y）＝i（X）（FI・A内A∂こ，　then　we　obtain

that：2（bしY））＝fY　and　that：2（｛ろ（X），　b（｝つ｝）＝［：2（bしY）），二2（b（y））1＝［fY、

∫γ1。

　　　Following　the　similar　method　of　P．　Nlonnier［3］、ifo：び1（ΩS，∫）→Ω｛is

defined　bv
　　　　　　　’

　　　　　　o（♂）（X1、…X川＝♂（b（Xl），…b（X川），，Yl，・・㌦Y、∈ぺ（R4）、

then　o　is　a　linear　isoiiiorphisni　and　we　can　prove　the氏）llowin9．

Proposition　2．5．　Tliefb〃（川，ill．9〔iiagr‘1〃1　isω〃lfllut‘ltil’e・
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　　　　　　　　　　　　Cohomologr　of　Qgadratic

He1πeボ・（R㌔η）≧叫・

Nambu－Poisson　Tensor（SATo＆NAKANIsHI）

　　1）ro（杭We　prove　only　fbr　the　caseた＝1．For　c∈01（ΩS，ア），put　o（c）＝α．

For　any　X，γ∈）C（R4），we　can　directly　get

　　　　　　｛b（x），b（y）｝＝∫・b（［x，γ1）一（Xf）・b（γ）＋（｝ア）・b（x），

from　the　definition　of　the　bracket｛、lonΩ；．Using’this　equation，　we　have

　　　　　o（∂c）（X，γ）＝（∂c）（b（X），b（y））

　　　　　　　　　　　　　　＝∫xて（b（γ））一∫γ・c（b（，￥））－c（｛b（x），b（｝つ｝）

　　　　　　　　　　　　　　＝fX・α（γ）一∫γ・α（x）－c（∫・b（［x，γ］）

　　　　　　　　　　　　　　　＋（Xf）・ろ（y）一（η）・b（x））

　　　　　　　　　　　　　　＝∫X・α（γ）－fy・α（x）一∫α（［X，　yD

　　　　　　　　　　　　　　　－（xア）・α（F）斗（Ψア）・α（x）

　　　　　　　　　　　　　　＝∫・d’α（x、Y）一（d’f　Aa）（x，y）

　　　　　　　　　　　　　　一固α）（x，｝つ一（df，・・（c））（x，　Y）・

Thus　o　o∂＝（il，　oσ 口

2．2，Co皿putation　of∬lxア（R4，η）．　In　this　section，　we　compute　Hk．p（R4，η）．

In　order　to　do　this，　we　have　only　to　compute∬匡　by　Proposition　2．5．　The　space

of　1－coboundaries，　which　is　denoted　by　B｛，　is　th’e　set　of　1－forms∫fd’g，　g∈ヂ．　Let

Z｛be　the　space　of　l－cocycles．　Then　fbrα＝．4〔ix十B〔iy十αた∈Ω｛，αis　an

elen〕ent　of　Z｛if　and　only　if　fdノα＝（i，f　Aα．　This　equation　is　equivalent　to　the

fbllowing　three　equations．

　　　　　　　　　　　　　　　　∫・（∂B　∂AUxT可）一・・B－・・A・

（・）　　　目寄一誓）一・C－・zB・

　　　　　　　　　　　　　　　　∫・（∂A　∂c万　可）一・・・一・・c．

　　Note　that　u－fbrmal　Taylor　expansion　of　o　is　written　as　d＝αo十uα1十

・u2α2十…，　whereα／，＝αpdx十b，dy十cp（iz，αρ，　bp，　c∫、∈∫ノ．　And　three　equa－

tions（2）have　the　following　f（）rmal　expression．

t
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　∫・（∂B　∂，4∂．lr　∂y）一・・亘一・エ

…　　　　∫・（∂c　∂B∂．y　∂z）一・Y・・一・・亘

　　　　　　　　　　　　　　　　　　∫・（a．4　∂c∂2　　∂LI一）一・・互一・・乙・

　　　Con〕parillg　collstant　terms　of　u　in　the　both　sides　of（3），we　llave

　　　　　　　　　　　　　　　　　　f’・（∂bo　∂ao∂x　∂y）－2・’b・－2ya・・

・・）　　　ft・ぽL；）一・y・・一・・…

　　　　　　　　　　　　　　　　　　∫’・（雲一劉一・…一・・…

These　three　equations（4）essentially　appeared　ln　computing　Hlx’p（R3，η’＝

∫1昔A昔A吉）．By　P・・p・・iti・n　2．4、砥。（R3，η’）i・i・・m・・phi・t・RTh・9・n－

erator　of　Hlvp（R3，η’）is　dfソand　this　nlealls　that　there　exist　a　real　nulnber　ko

and　a　function　go∈フ：ノsuch　that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　α・－ko・2・・＋ft・警・・

・・）　　　　・・一…W・㍑㌧

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・・一い＋畷・・

Sinceαo＝ao　da・十body十co（k，　we　obtain　that　60＝人b〔ぴノ十∫’（lgo．　Similarly　if

we　compare　the　coefficients　of　u　ill　the　both　sides　of（3），we（：all　getα1＝A’，　di’

十∫’句1、where　kl∈Rand　gl∈∫ノ．　Bllt　if　we　compare　the　coe缶ciellts　of　u2　in

the　both　sides　of（3）、the　situatioll　is　slightly　di　ffe　rent．　In　tiact，　we　have

（6）

鵡争一
∂α、

∂1］

∂b2

）＋（！111i一 ∂ao

∫’・（ ∂Ci ）・（
∂c｛〕

∂yt

∂ろo

）

）

＝2．1’b2－2　．y　a2，

f’・（

∂Jl

∂α2

∂z

∂c， ）・（

∂y　∂£

袈・一（1£1）

＝2YC2－22b2、

∂2 ∂x
＝2　z　a2－2：rc2．
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Cohomology　of　Qμadratic　Nambu－Poisson　Tensor（SAToδ（NAKANIsHI）

These　equations（6）can　be　rewritten　as　follo、、’s．

（7）

ft

（∂（らa，筈）

ft

（∂（c，一艶　　　∂y）

∂（≠）一・L・”（b，
鵠・）一・Yl（　　　∂90α2－∂ar）・

ft

（∂（・・≠）

∂（b・∂≦））一・“（ら争・・（b，

∂（・・∂斗・躍

Y，）・

）一・・（　　　　∂Jt　oc2－∂之）・

Thus　we　can　apply　Propos　ition　2，4　to（7），　and　we　have　that　there　exist　a　real

number　kコ　and　g2∈フコsuch　that

い・一∂2呈一い・＋fl∂k．

（・）　　　b・翌一・…2y＋曙

　　　　　　　　　　　　　　　　　　・・一袈・一い・＋s’袈・

Henceαユ＝k2　dfノ十∫ノ（ig2十dgo．By　the　same　metllods，　we　kllow　that　each～、（∫）

≧3）has　the　f（）rmαρ＝kl，（ift十．∫’〔1動、十〔ig∫、－2、　where　kp∈Rand皇卜2，gノ、∈ア’．

These　mean　that　d　has　the　following　expression．　Note　thatガ’＝d（f　and　thatノソ

＋u，2＝∫．

百＝（kb十kl　・u十A：メ↓2十…）dtf十∫・（i’（90十tL91斗こt292十…）．

　　　To　obtaiiコthe　final　result，　we　need　the　following　lelnlna、　which　is　a　geiierali－

zation　of　E．　Borel　theorem．　This　will　be　proved　in　the　analogous、、・ay　as　K．　Abe

and　K，　Fukui，　Lemma　4．4［1］，〔See　also　R．　Narasimhan［5］、§152　and§L5．3．）

、Ve　put芦＝（ムy，　x，川and　lデ1＝　x2十yl　2十；’こ十lt〕．Tllen　a　function　F（戸）

∈C°（R」）is　said　t・b・・’T・・r1・ぬ・afun・ti・n・f・tt・at（a’・y・2・0）if荒F（・T・・」1…0）

＝O　　tor　　〔1　＜　n？．

Lemm・2・6・F・…ch　int・g・・P≧0、　i・t　・，（．1・，　Y，　z）∈cx｛R3日1・ii・th　c）i・斑・亡・

G（F）∈cx（R4）sucli　t乃・it　thepa’加／derix’ath，e∫　“，ith　respect　t・tl・e・las加’イ・ll，1・qヂ

Gat　alり’　POiiit白～y，2，0）∈R4α1・e

［
” 119



　　　　　　　　　　　　；；穿・・ド・）一…、，（繊・P≧・・

Pl〆L・t・T，，，（戸）一Σli．。・、，（ll’・・Y，・z）1〆R・r・’F∈R“・・Let　ff（’F）∈Cx（R4）sし1・h　that

H（F）－Of・・1戸1≦1／2、・H（F）－1f・・同≧la・dH旧≧Ofo・a・yデ∈R4．F・・

apositive　number（5，　Put

　　　　　　　　　　　　gb・F・－H（アδ）・T“－1（F・一τ，、げ））・

Clearl｝・9e∈Cx（弍う　and　vanishes　nearαNloreover　T，，、＿1－T．、　is　アη一nat　as　a

function　of　u　at　any　point（．1∫ひz，0）．Hence　as　in　the　proof〈）f　Lemma　l52［5］，

there　exists　a　positive　nulnber（5η，　such　that

　　　　　　　　　　＃lst（9・s－（T・　－1－Tm））（デ）＜2’m．

Put．9，，、＝9b　・Ifwe　define

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
　　　　　　　　　　　　　G－T，fΣ（㌃一Tm－9。，），

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　m＝〔l

then　as　in　the　proof　of　Lelnma　l　5．3　［51，we　get　that　the　function　G　is　the　de－

sired　fullctioll，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　口

　　Bv　Leninna　2．6、　we　obtain　that　there　exist　a　C×－function　k（ll）and　a　Cx一
　　　　　　　イ

fullctioll　9（ユニ’ey、之，　u）such　that　k（∋＝ko十klu一トk2こt2一ト…　、　and　9（：r，　y、二、　u）

＝
90十lt・．ql十u2≦〕ユ十…　．Put　at＝k（tt）∂1∫十id／9，　and　putα一（∀＝α．f．Then（、，f

is　a　1－cocycle　and　it　satistles　6∫　＝0（u－flat　l－forlii）．　Let　k，（u）be　a　flat　function

of　one　variable王t，　Then（nI－k・1（u）d’．f）／∫is　a　weli－de丘ned　l－fo　rm　oll　R4、　alld

it　satisfies

　　　　　・・（αr与（∋〔71f）－1・・fd刷……綱・YS・）一・・

Hence，　as　is　easily　seen、　there　exists　a　flat　function　f］（・τ、　y，　z、　tt）such　that（∩、！－

A・1（∋dγ）／∫＝（／ノg！．And　we　obtain　that（1∈Z｛has　the　following　f（）rm：

　　　　　　　　　　・一α∫＋・v＝（k（tt　）十A・1（　lt））〔1ゲ十．∫げ1（9十〇）・

a　is、　by　definition、　cohol11〔ハlogous　to　（ん（こ川＋k，（tt））〔itf’．　Nloreover　／（こ∫）〔デびis

contained　ill　B｛if　and　only　if「（tt）is　a　flat　fUllctioll　at　u＝0．　In　fact，　note　that

ill　this　case　i（　tt）log∫is　a　Ox－function　and　it　holds　that　1（Ll）〔i’∫＝fd’（1（u）log

∫）∈B｛．Thus　we　obtain　that　Hlxア（R4，η）is　isomorphic　to　R［［u］］、which　is　the
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space　of　formal　power　series　ofone　variable　u．

2．3．Computation　of　Hlx．p（R4，η）．　We　will　compute　Hミ．p（R4，η）．By　Proposi－

tion　2．5、　we　will　compute　H3t．．　Every　computation　proceeds　in　the　analogous

way　as　the　case　of　Hl，，．The　space　of2－coboしmdaries　BS　is、　by　definition，　the　set

of　2－fbrms（1㍑＝fdノ：．－dtf　Aう，　う∈Ω｛．Let　ZS　be　the　space　of　2－cocycles．

Then　for　3＝Ady　A　dz十B（iz　A〔dx寸Cd．r　A　dy∈Ω3、・3　is　all　elenient　of　ZS　if

and　only　if　fdt．3＝2d，f　A　3．　This　is　equivalellt　to

（・）　　∫・（怨＋鍔＋；9－・（輌B＋…

IL－f（）rmal　Taylor　expansion（with　respect　to山of　l3　is　wl－ittell　as　3＝30十u・31十

u232十…，where　3∫、＝α〆dシA〔t2十bpd2　A（乳τ＋ci，dx　A　dJt，ai，’b1，，　ci，∈アノ．　Then

the　equatioll（9）has　the　f（〕llowing’tt－formal　Taylor　ex　pallsiOll．

（1・・ 　　∫・（器＋鍔＋劣9－・（五丁・吾＋・で）・

　　Comparing　constant　terms　with　respect　to　ll　ill　the　both　sides　of（10い、・e

have

（ll）　　f・（紺；鵠巴）一・・x（lo＋yb・＋・c・）・

This　is　equivalent　to　df，130＝Ofbr　30＝αo（ly　A∂二十bo（たA（i．zi　十coda；Ady．　Re－

call　that　H？x・P（R3，η1）＝Oby　Proposition　2．4，　In　other、vords，　if　df’，30＝0，　then

30must　be　a　coboundary．　This　means　that　we　call　find　a　l－fbrm　ao　such　that．30

＝
f’da。一ガ’∧a。．

　　Comparing　the　coe伍cients　of　u　in　the　both　sides　of（10）、　we　can　also　find　a

1－formαl　such　that　3，＝∫ノ（必1－df／Aα1．　Nloreover　if1∫）≧2we　can　find　P－

fbrmα／、　such　that　3∫、＝f’（iq，一（itf　A　ai、十da，，＿2・｛t－formal　Taylor　expansion　of

3is　as　follO、vS．

　　　　　　　　　　　　　　　エ
　　　　　　　　　　　　3一Σ1μ・3v

　　　　　　　　　　　　　　　P＝0

　　　　　　　　　　　　　　　つく　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ラこ

　　　　　　　　　　　　　一Σ・tP（f’dap－d’f　A　a，）＋Σ　・．t・・＋ユ・1・、，

　　　　　　　　　　　　　　　ρ＝O　　　　　　　　　　　　　　P＝0

　　　　　　　　　　　　　　　　
　　　　　　　　　　　　　一Σ鴫2α，一・ぴ’A・1，＋it2dap）

　　　　　　　　　　　　　　　ρこ〔｝

　　　　　　　　　　　　　一Σ・咽α、，一ゴγA～）

　　　　　　　　　　　　　　　P；o
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　　　　　　　　　　　一fdt（xΣぬ1）P＝0）一州書・・α・）・

Put　6＝Σ葦＝o　’ILPai，　．　Then　3＝，f｛］ノ6－4ゲA　6．　By　Lemlna　2、6，　there　exists　a　l－

f（）rmαノ∈Ω｛such　thatδノ＝6．　Put　3ノ＝∫d’αノー〔i，f　A　ai．　Then　3＝13／and

hence　if　we　put　3＝3－3ノ，　then　3　is　a　nat　2－fbrm　ofΩ；．Moreover　it　is　easy　to

see　that　fd’3＝2dtf　A　3，　which　means　3∈Z3．Then　by　the　same　rnethod　as　the

pr・・f・f田一〇（Cx－caseい・・e・can・pr・・e・that・there　exists　a　flat　1－f・rm・，such

that　3＝fdノα2－d’f　A　a2．Hence．3　has　the　f（）110wingb　f（）rln：

　　　　　　　　　3＝3’＋3＝，酬♂＋Q，）一∂プA（α’＋α2），

and　thus　3∈BS．Hence・ve　get田。（R4，η）＝0，

2．4，Computation　of田ア（R4，η）．　Let　Z；be　the　space〔）f3－cocycles．　SinceΩ1

＝0、it　holds　that　Z；＝Ω；，Hence　1；is　isomorphic　toア．　Let　Bl，　be　the　space

of3－coboundaries．　Then　every　element　of　B≦is　written　as

　　　　　df，3＝fd／3－2（i｛f　A　3

　　　　　　－｛∫（∂」　∂B　∂o万＋万＋∂z）一・（輌B＋砕卿肱

where・3＝A（fyi　A　d：・十Bdg　A　d」］寸0（fエA吻is　an　arbitrary　elenlent　ofΩ；．

　　P・・B－｛鰐1＋芸＋iilll）－4聞＋yB＋zO）μBO・ア｝・The・・by
Proposition　2．5，1了］・P（R4、η）is　is．　omorphic　to［｝’ンβ．

L・mm・2・7・P・t　IZJ→1∈ア1器（LT・・Y，　2・0）－O・・P≧O｝コ・・・・…1川・・…亡｝i…S’・f

i∫u．－flat，　Thenヱ『⊂β．

…Of…h∈Z，　i・i・clea・・h・・／W3　i・an　elelnel…fア・…」一∫2∫芦B－

Oand　O＝0．Thell　we　have

　　　　　　　　　∫（∂．4　∂B　∂c万計万⊥τ）一・・：rA　＋　yB＋・・一・・

Hence　h∈β，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　■

t，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　’

　　Put」F＝｛．4　L4∈フ：｝aiid　B＝｛，41・4∈β｝．、Ve　also　denote　by∫6　the　sub－

space　of　functions　g（ユらy，の∈∫’with　g（0，0，0）＝0．
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Proposition　2．8．　F／B≧R［［1t！］，

Pl－・c！t：F・・a・y・len・e・t・－f（X’＋9＋；？）一・（1’・A＋yB＋2Ct）・B・・i・s　l・－

formal　Taylor　expallsioll　is

　　　　　　　　鋤一畷＋語；9一碩＋輌6

　　　　　　　　　　　　　　一ξレ｛f’（∂α1・＋99z・＋巫∂ユ・　　　∂yt　　　　∂2）一・（・…＋ψ・＋・り｝

　　　　　　　　　　　　　　　　　＋・〆・・（∂ap　，∂b、，‘∂Cp　　　　　よ　　　　　　　　　　　　　　∂．1－　　∂〃　「∂：）］・

P・t・」・、．一鵡1＋＋‘5）一・（Wψ，，＋・・、，）・・d／i、1－X＋Z’、†f；1偽rn・n－

negative　illteger　p．　Then　every豆∈Bhas　the　following　expressiol1．

　　　　　　　　　　　ず＝（Oo十tt2ノ｝〈））十lt（．g1÷tt⊇h，）十…　十こ〆（g∫，十tl2h，，，）一一・．

First　recall　that　1了ミ．P（R3、η’）≧R　by　Propog．　ition　2．4，　Hence　f（〕r　ally　llo11－

negative　integer　P、　it　holds　that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　｛91，　　α∫戸　b∫，，　c1，∈∫ノ｝　＝元ヌニ6．

　　　　If　we　put　ll1，＝｛9，，十u2hi，α！，、bi，．cT、∈アノ｝、　then　S7　is　contained　in　Ilb十

tt　II▼1＋…＋・川：＋・…N・te　that　1いs　n（・t　c・lnpletely　determined　by∬いT（）

show　this　precisel｝・，　let　us　consider　the　fbllowing　Iinea，　r　partial　differelltial　equa－

tiol〕with　three　unknown　functions↓ムb，　c∈∫ノ．

　　　　　　　　　　　　　〔一）　　　sノ（；：t－ile－＋－9≡）－4（・2／CI＋・yb一ト：c）－o・

XVe　define　a　subspace∫｛；of∫ノby

　　　　　　　∫6’－Gl十；≡1・…pl・…加lSa・・1・t・・1・・・…｝・

Since　（（1’b’（∂　is　a　sokltk）ll　of　the　differential　equatioll　（＊）、　there　exist　three

fullctiollS　A、B、　（二τ∈∫ノSしlch　tlコat

・12・

　　　　｛籔；ぽ：〇三｛鰹1：l

R・c・ll・hat　thi・自・・i・eq・iv・le・…Hl－〔）・P・t　1・－Xik＋晋＋f’　・lf　h　i・a・
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element　ofフ：6’、　then　it　is　clear　that　h　vallishes　at　the　origin　alld　henceゐ∈ア6．

Thusア6，　becomes　a　subspace　ofフ：6，

　　Let

9Fぺ℃＋零；＋9　＞－4〈・・己或☆川

　　　　　　　一ア（∂・6＋∂ltl’．　＋∂・1・∂．1’　　∂y　　∂2）一・（碑ψ1＋・・り

五）rtwo　triplets（α∫J・b，），CI，）alld（olバ6；p　c；t）．Then、ve　have

f’

（∂（・戸・り＋∂（b・1－bl）　　o：τ　　　　　∂lt／）＋∂（％デリ）

　　　　　　　　　　　　　－4｛血、rσり＋yω、，－bり＋。（c、，一力｝＝o．

Hence

　　　　　　hi，－1・；∂（％＃’∂（b5評）＋∂（cデリ

i・a・element・f∫6，…he・eゐ；→；＋謬誓・

　　We　denote　by　l　h，］acoset　of／ls，．Namely［hp］is　an　elemellt　off’／f6’．　Usillg

this　expressi＜）n、　we　know　that　［hノ］　is　uniquely　determined　by　Oρ．　Since　the　set

｛90÷tt．91十tt292十…1，9L．∈ア6｝spaIls　R［｛こ∫］］ア6，alld　since　tl，’．1　6t　is　contained

in　R［川f6，“’e　can　regard　ill，　as

　　　　　　　　　　　III，一｛9、、＋tt2［h，，］9、，∈∫6｝．

Let　o：II1．，一一〉フ『6　be　a　s　ur．iectix’e　linear　I〕〕apPing　defined　by　o（9／，＋tt2［力」）＝

Y，・．Then　it　is　clear　that．q，．，＝Omeans［hl・］＝0．　Hence　o　is　inlective．　Thus　we

obtain　that　B≧R［［ll」］∫6，

　　Since

F＝，：”；tt　JFノー［，2∫t＋…

　＝（R－∫6）十u（三＋ア6）十u2（R÷∫6）十…

　＝R［［司］三・R［レt］］ア6，

we　obtain　that　F／B≡三R［［u］］．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　口

　　　Let　T：∫→F　be　a　linear　mappillg．　defined　by　T仁4）＝A．　For　any

4∈T．．2（B），there　exists（？∈Bsuch　thatτ（q）＝（？．C）n　the　other　hand、　since
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　　　　　　へ
T（β）＝B，there　exists　ql∈βsuch　thatτ（q1）＝0．　Hence　q－q】∈Z．　By
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　へLemma　2．7，　we　have　q∈β，and　henceヱー－1（B）＝β．Thus　by　Proposition　2．8、

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　∫ソβ竺F／B竺R［［川］．

Now　we　summarize　the　results　obtained　ill　this　section，

Th…em　2・9・Lぴη一（・2＋ト・2＋め昔弓A昔1・…M・・吻一P・iss・ll
telr501・Oir　R4（Lr，　y，2，　tt）．Then

丑「9xア（R4，η）≧ox（R）、

∬lx－P（R4，η）≧工R［［lt．］］，

∬INア（R4、η）＝0，

Hくア（R4、η）≧R［［司1、

H；P（R4、η）＝0，　人≧4．
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