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最適ポートフォリオ選択問題

リスク最小化問題と指数型期待効用極大化問題の融合
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9．おわりに

1．はじめに

　もっとも簡単なポートフォリオ問題を考えるとき，これまでは多資産から

構成されるポートフォリオの収益率の分散（ボラティリティの2乗）の最小

化問題と2期間の期末富の期待効用極大化問題との各・々の問題と考えられて

きている。これらを融合する方法として，ポートフォリオを構成する資産の

収益率が多変量正規分布（多変量ガウス分布）に従うと仮定することによっ

て，ポートフォリオの収益率の分散の最小化問題は，2期間の期末富の期待

効用極大化問題として解法することができる，と論ずるのみであった。ま

た，もう一歩踏み込んで，同時に両問題を解決する方法として，数値例を使
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用するか，あるいは図示するのみであった、しかし，数値例だけでは，両問

題の最適解が有する特徴は明らかにできない。

　そこで，本稿では，無危険利子率で貸出し借入れ可能なケース，言い換え

れば空売り可能なケースで，多資産から構成されるポートフォリオの収益率

の分散の最小化問題の下で，2期間の期末富の期待効用極大化問題から得ら

れる最適ポートフォリオ（最適解）を求める。そのとき，危険資産のみから

構成されるケースと無危険資産を含むケースを考え，両ケースを比較する。

2．HARA型効用関数

　絶対的危険回避（Hyperbolic　Absolute　Risk　Aversion）型効用関数（以下

では「HARA型効用関数」とよぶ）は（2．1）式のように，富の線形関係で表

される。

　　　　　　　　　　　　－1；鼎一・1・＋b　　　　（・・1）

ここで，Wは富，　IL（1・ザ）は↓γの効用関数，こ’ノ（W）は1・Vの一次導関数，

tt”（1ザ）は1ザの二次導関数，　aとろは正のパラメータを表す。このとき，

（2．1）式を満足する効用関数は（2．2）式となる1、．

醐一1
デ
｛
，li！；＋η17＋・｝

（22a）

　　　　　　　　　　　　　　　β＞0　　　　　　　　　　　　　　　（2．2b）

ここで，（22a）式の右辺のギリシャ文字はパラメータを表し，危険回避バラ

メータβについては，（22b）式を仮定する。また，極限処理を行うことに

よって，HARA型効用関数は7≠0，1かつ一〇c〈γ＜Ocのときにはべキ型

効用関数となりコ），η＝1かつγ→士っcのときには（2．3）式の指数型効用関

　30　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一　フ　ー



　　　　　　　　　　　　　　　　　　　最適ポートフォリオ選択問題（中川）

数となり3），g＝－1かつγ→0のときには対数型効用関数となり，βW十η

＞0を仮定する4）。

　　　　燗≡畑（W」），．1］一一（e一βi［’・＋9）　（β・・）　（…）

　つぎに，HARA型効用関数から，　HAR－，K型期待効用関数を考える。そこ

で，2期間の期末富Wが正規分布に従うと仮定する。そのとき，期待効用

を求めるとき，指数型効用関数の場合に限り，（2．4）式のように，1次と2次

のモーメントで表現できる。

輌刺イ四土［（桁一E「荷　2σ　　　IIII’］ド1㌦4）

　　　　　　一一｛一β1E［司一酬＋・

ここで，σllはWの標準偏差（ボラティリティ），σII－llはWの分散，珂・］は

期待値を表す。

3．n種類の危険資産からなるポートフォリオ

　n種類の危険資産からなるポートフォリオの収益率・r）、は，（3．1）式となる。

　　　　　　　　　　　　　　　τ＝xTr　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3ユ）
　　　　　　　　　　　　　　　　iハ

ここで，xはn種類の危険資産への投資割合の列ベクトル，　tはll種類の危

険資産の収益率の列ベクトルを表す。（3．1）式の両辺の期待値をとって，

ポートフォリオの期待収益率防，を求めると，（32）式となる。

　　　　　　　　　　　　　　　μ　＝xτe　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3．2）
　　　　　　　　　　　　　　　　」　i）
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ここで，eはn種類の危険資産の期待収益率の列ベクトルを表す。また，　x

の各要素の合計は1になるので，（3．3）式が成立する。ここで，1は1の列

ベクトルを表す。

　つぎに，（3。4b）式のように，

（3．4a）式となる。

1＝x71 （3．3）

し酩を正の期首の富とすると，期末富1ザは

庇一（1十1 ρ）1・1・1，一（1＋・’ff）1・1・ll （3．4a）

　　　　　　　　　　　　　　　ぴ＞0　　　　　　　　　　　（3．4b）

ここで，期末富Wが正規分布に従うと仮定するとき，期末富Wは危険資産

の収益率の凸線形結合であるので，危険資産の収益率が多変量正規分布に従

うことと整合的である。（3．4）式より，期末富の期待値E［1・V1と期末富の分

散σ1ザu’を各危険資産の期待収益率と危険資産の収益率の分散共分散で表す

と（35）式と（3．6）式となる。

E同一（1＋μ諏一（1＋xτe悟 （3．5）

　　　　　　　　σII’ll－1’II，こσ，p－III，2xτV，，x　　　　　　　（3．6）

ここで，σiV，はn種類の危険資産からなるポートフォリオの分散，　vは危険

資産のn×η分散共分散行列を表す。

　危険資産の収益率が多変量正規分布に従うときの指数型期待効用関数は，

（3．5）式と（3．6）式を（2．4）式に代入することにより，（3．7）式となる。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1311’1，σ，1）
　　　　　　　　　　　　　　　　1十μ∫，－
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3．7）
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4．n種類の危険資産の効率的フロンティア

　ll種類の危険資産から構成されるポートフォリオの収益率の分散の最小化

問題の下で，2期間の期末富の期待効用極大化問題から得られる最適ポート

フオリオを求める。

酬例一一exp！－fil・1・“　1　＋・・e一學・fV，，x）1　＋　g（4・1）

Sttbject　to

mill　1。・V。
＿　　　　＾　　　　　　，1
x　　り

1

μノ、＝xe

（4．2）

（32）

　　　　　　　　　　　　　　　1＝x7’1　　　　　　　　　　　（3．3）

ここで，（4．1）式が期待効用極大化問題であり，（42）式と（32）式と（3．3）式が

ポートフォリオの収益率の分散の最小化問題としての定式である。

　そこで，まずHung　and　Litzenberger［2］を参考にして，ポートフォリオ

の収益率の分散の最小化問題を解くことにする。ラグランジュ乗数をλ、と

A二，ラグランジュ式をLとすると，（42）式と（32）式と（3．3）式を（4．3）式に書

き直すことができる。

　　　　　　｛即一li　xTv・・＋輪一x∫e）＋A，（1－x7・）　（4．・）

（4．3）式をxとZ，とλ，でそれぞれ偏微分してゼロと置いて，xの最適値をx’，

λ，の最適値をZl，λ2の最適値をλ1とした1階条件は（4．4）式となり，最適値

xを（32）式に代入したポートフォリオの期待収益率を巧とする。
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　　　　　　　∂L
　　　　　　ユ、戸。．、＝V・x－－Zie一λ11＝°　　（4・4・）

　　　　　　；元　　一・1－（・’・）T　e－・　　（4．・b）

　　　　　　　　lx＝x．L＝ら幽・λ二二λこ

　　　　　　緩＿づ一1－（・）7・一・　　（蜘

ここで，0はゼロの列ベクトルを表す。V、、はll×ll正値定符号行列であり，

1階条件は広域的最適値のための必要十分条件でもある5）。（4．4a）式からx

を解くと，（4．5）式となる。

　　　　　　　　　・’一川V：le）＋祖V：11）　　　　　（4．5）

e1 を（45）式の両辺に左f則から掛けて，（4Ab）式を使うと，（4．6）式となる。

　　　　　　lU　i1一λ：（eτV，1’1e）＋λ1（e「v：’1）一λIB＋λヨ　　　（4．6）

ここで，17を（4．5）式の両辺に左側から掛けて，（4Ac）式を使うと，（4．7）式

となる。

　　　　　　1一川1∫V，le）＋　AS（1’f　V，J　i1）一λ，’A＋alC　　　（4．7）

また，

　　　　　A≡e∫V－il＝1τV－le．　　B≡eTV－］e＞O
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　rt　　　　　　　　　　　　　t’　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　t／

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4．8）
　　　　　C’≡1i’V－！1＞O．　　　　　D≡BC－A］＞0

である一（4．6）式と（4．7）式より，

　　　　　　　　λ．’－CPtl，　”　A．　λ；－B－・’1L‘，1　　　（、．，）

　　　　　　　　l　　　D　　　　　－　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　D

（4．9）式を（4．5）式に代入すると，ポートフォリオの収益率の分散を最小にす

る危険資産への投資割合xは（4．10）式となる。
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　　　　　　　　x’一1iii・EIS－・ii（V，7・・e）＋写丸（V、、　il）　　　　　　（4．10）

ここで，（32）式と（4．10）式より，μ∫、は内生変数であり，任意の値を一つ与

えることによって，xが一意に決定されることを意味する。したがって，最

適ポートフォリオは（4．10）式からだけでは得られないことに注意すべきであ

る．

　つぎに，ポートフォリオの収益率の分散σi、，，を（4．10）式から求める。危険

資産の分散共分散行列V，，の左右に，（4．10）式のxを掛けて，そのときの

ポートフォリオの収益率の分散をσ1、1，として求めると，（4．11）式となる。

　　　　　alv，一（・）T　V，，・’一醐一2－4・・1，＋B）斗　（・・11）

または，（4．11）式を書き換えると，（4．12）式の双曲線となり，（4．11）式ある

いは（4．12）式を危険資産からなる効率的フロンティア（frontier　portfolio）

とよび，効率的フロンティアの右の実行可能領域を投資可能領域とよぶ。

　　　　　　　　　　　ユ．（μ…！可一1　　　　（、．12）

　　　　　　　　　　　1／c　　　　　　　　　　　　　　　D／c－

（4．10）式より，μ∫，は内生変数であることから，（4．12）式o）σi，，，もまた内生変

数である。また，（4．11）式あるいは（4．12）式よ1），危険資産からなる効率的

・・ンテ・アの収益率のボ・テ・・テ・は点（・1・∋一（Pt・　A／C）で

最小になり，このポートフォリオを最小分散ポートフォリオ（NlinimUlll

X”ariance　Portfolio略してMVP）とよぶ．

5．n種類の危険資産の最適ポートフォリオ問題

つぎに，2期間の期末富の期待効用極大化問題である（4．1）式を解く6）。そ

　　　　　　　　　　　　　　一　7　－　　　　　　　　　　　　　　　　　　　3s



Af

μ；Ln（5・19）

図1危険鋤・な・（・刷・・最・・ボー・・オ・オ『 ≒1ア…llli・・一・

のとき，（4．1）式をxで偏微分してゼロと置いて，xの最適値をガとした1

階条件を整理すると，（5．1）式となる。

　　　　　　　　　　　　　　e一βIWピ　　　　　　　　　（5．1）

（5．1）式より，ズを解くと，（52）式となる。

　　　　　　　　　　　　　　　　　V．le
　　　　　　　　　　　　　　ズ＝　”　　　　　　　　　　　（52）
　　　　　　　　　　　　　　　　　13UI，

　っぎに，（5．1）式の両辺の左から（ズ）1．を掛けると，左辺は（5．3）式の1行

目の式となり，右辺は（5．3）式の2行目の式となる。そのときのポートフォ

リオの期待収益率をμ∫：！，とすると，（5．3）式となる。
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AI

μ『m（5・19）

σnp

　　　　　　　　C

図・危臓か・な・（・i、iJ・・丸・・最適・一・・オ・オi2ifi・131tl，・・一ス‘

　　　　　　　　　　μ、1’一（ズ）Te

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（5．3）
　　　　　　　　　　　　＝βIIl）ズV，、x”＝X31・1・1｝σ」，1

ここで，（5，1）式を満足するポートフォリオの収益率の分散を砺で表すこと

にして，そのときのポートフォリオを期待効用極大化ポートフォリオとよぶ

ことにする。

　効率的フロンティアを表す（4．11）式と期待効用極大化ポートフォリオを表

す（5．3）式の両条件を満足する最適ポートフォリオは（5．4）式を満足する。そ

のときの最適ポートフォリオの期待収益率をμ∫，，最適ポートフォリオの

収益率の分散を（萄として，（4．11）式を（5．3）式に代入すると，（5．4）式とな

るa
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　　　　　　・1／’x一β：：匝ドー・蘂B）≧砦　（・A）

（5．4）式より，，tt、、を解くと，（：）．5）式となる。

tt．　A　D士亜
　　　　　　　　　　　　μ，，＝τ＋・c卯　　　　　（5・5）

ここで，

F≡（・A6111）斗D）ニー・BC6コ1τ1、n　一・D｛BC－（・6111，一叫≦BCD

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（5．6）

ここで，（5．6）式より，βII1、＝A／2のとき最大となり，　F≧0である条件は

（5．7）式である。

　　　　　　　　　A－VBIi；　　　　　　　　　　　　　　　　　　　A＋ンiii
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（5．7）　　　　　　　　　　　　つ　　　≦βIII，≦　　　つ

ここで，（5」）式とD，β，III〕＞0より，（5．8）式でなければならない。

Lemma　1

　最適ポートフォリオが存在する必要条件は（22b）式と（3．4b）式と（5．8）式

　　　　　　　　　　　　　　　A⊥、灰
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（5．8）　　　　　　　　　　　　βIlh≦
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2

　である，ここで，期首の富III，の単位を変更することによって，（5．8）式

　の関係式を成立させることができる，

　［証明］（：・．8）式が成立しないときを考えるzそこで，危険資産からなる

効率的ポートフォリオを表す（4．11）式の期待収益率μ∫，と期待効用極大化

ポートフォリオを表す（5．3）式の期待収益率μ∫，がともにMVPの期待収益率

A／Cであるときの両ポートフォリオの収益率の分散の関係を考える。この

　38　　　　　　　　　　　　　　－10一
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とき，σ㌫μ．－Ar．〉σ　liil，。：一一1c，であるならば，（4．11）式と（5．3）式は交わら

ず，最適ポートフォリオ（μ7’．σ∴）は存在しない。そこで，

d　　．σ1’　　一⊥．A一β14・｛，－A．VBti－A．。
一 1°Ψ＝．．lc　－1’i’　1　・・　1，’一・tC　C　　　　　　　　　　　　　　　oβ巧、　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　cβ1’1・1，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　oβw、

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（5．9）

ここで，（5．9）式の最初の不等式はβIII、〉（A＋VRtF）／2による。　Q．ED．

（5．5）式のμ；♂を（5．3）式のμ1：『に代入して，oi：∵とOi『を求めると，（5．8）式の

条件の下で（5．10）式となる。

　　　　　　　　　　．t’s　　l　A　D土万
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（5．10a）　　　　　　　　　　σ　＝　　　一十
　　　　　　　　　　”’　　β1・1・1］c　　　　　　　　　　　　　　　　　　20βw《

　　　　　l　A　D±、／ア
　　　　　　ー十σ　　＝

∫’

　　βHl（竺　　　　　　　　　2CI31・Vh
（5．10b）

ここで，ボラティリテ・の蟻より，午≧・であるので，一万アは除外

される。

　つぎに，B，　c，D，β，u｛，と（5．8）式の条件の下で，期待効用を求めるため，

（5．5）式と（5．10a）式を（3．7）式のσ1，1，とμ1Jに代入すると，（5．11）式となる。

　　　　　　酬・・継許＝　　（5．11）

　　　　　　　一一一β1・1曄＋馴＋・

（5．11）式より，（5。12）式の関係式が成立し，（5．8）式の条件の下で期待効用

を極大化する最適ポートフォリオの期待効用は（5．12）式の左辺のケースで

　　　　　　　　　　　　　　　一11－　　　　　　　　　　　　　　39



ある二1。

ここで，

E u（司

≧E

　

こμ

σ づ・7’　・u・＝こ’‘1幽

ttt（∋

・・’一耐二；蒜

　　　　 1
エロハロ

μ・’≡三

　　」　／）一、∫
．tt、．＝一　

　　仁　こcβH：1

A　D＋Vi7」
一
十
〇　　2cβIII，

（5．12）

（5ユ3）

とする。（5．11）式と（5．5）式と（5．10a）式または（5．10b）式よ1），最適ポート

フォリオは（5．14）式あるいは（5．15）式となる。

Proposition　l

　l？種類の危険資産から構成される効率的フロンティアと期待効用極大化

　ポートフォリオを満足する最適ポートフォリオは（22b）式と（3．4b）式と

　（4．8）式と（5．8）式を条件として，

　　　　　　　　　（・刷一荒・μ；些　　（514）

　であり，図1の点Eに位置するcまたは

　　　　　　　　　　　　　　　　り　ロぜロけ
　　　　　　　　　（σ7刑一㌃2μご　　（・・15）

　であり，図2の点E’に位置する。（5．14）式あるいは（5．15）式の最適ポー

　トフォリオの期待収益率を（4．10）式に代入して，そのときの最適ポート

　フォリオの投資割合をx”とすると，（5．8）式の条件の下で（5．16）式とな

　る。
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　最適ポートフォリオ選択問題（中川）

・…一・C（y：le ≠：11）・1恒＋碑］1）li；－i“iLLM［ig2（v　i）（516）

さらに，（5．16）式を（3．4a）式のxに代入したときの期末富を1・1・T　とし

て，最適ポートフォリオで投資を行ったときの期待効用を求めるため，

（5．14）式を（3．7）式のμ1、とσ〃に代入して，そのときの最適ポートフォ

・オの購効用値を訓πゴ］とす・と・（・・17）式とな・・

小（／）］≡輌（

＝一　exp

殉
　　・→1三・・．．一・・一・

一
β・・曄＋ D＋Vli72cβ珂，

Lp＋

（5．17）

最後に，（・“⇒上で鑓ボー・フォ・オであ・（・・14）式を通撫差別

効用曲線を求める。そこで，まず（5．8）式の条件の下で，（5．17）式の期待効用

値が（3．7）式の期待効用関数に一致するときの関係を（5．18）式で表す。

　　　　E［綱一一叫1叫）一β王ぴ｝＋・（518）

（5．18）式をμ／、について解くと，最適ポートフォリオを通る無差別効用曲線は

（5．19）式となる。

　　　　　　　　　　　　・ll－・」lll・＋聾・．　　　　（・．19）

Lemma　2

もし（D＋VliiT）／2A≦卿なら，　JaiiiinはMVPの期待収益率に一致す
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るか・あるいは下方に位置する・もし仰く（・4・＋・VBti）／2－4なら，

瓦㌍はMVPの期待収益率の上方に位置する。図1と図2は前者のケー

スを示している。

　［証明コ　たとえば，μ；：111LがMVpの期待収益率の下にあるケースを考え

る。そのとき，（5。19）式より，（5．20）式が成立する。

　　　　　　　　　　1。il、　1A　D＋、／ア　A
　　　　　　　　　　μ・＝＝　Sli＋・CβWI，＜τ　　　（5・2°）

（520）式より，β　1・1・1、について解くと，（5．21）式となる。

　　　　　　　　　　　　　D＋万
　　　　　　　　　　　　　　　　　くβ1垢　　　　　　　　　　　　　　（5・21）
　　　　　　　　　　　　　　2A

同様に，，“li’mがA／0と一致するケース，μ；lilnがA／Cの上方に位置するケー

スを証明することができる，　　　　　　　　　　　　　　　　　Q．E．D．

6．n種類の危険資産と無危険資産からなる

　　　　　　　　ポートフォリオ

　n種類の危険資産と無危険資産からなるポートフォリオの収益率i’は，
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1’
（6．1）式となる。

　　　　　　　el－x回1－x7・）r’f－・｝＋xT（i－・・〕　　（・．1）

ここで，1’fは無危険利子率を表し，xはn種類の危険資産への投資割合の列

ベクトルを表し，無危険資産への投資割合は全投資割合1から危険資産への

投資割合の合計xτ1を差し引いた値である。また，（6．1）式より，ポート

フォリオの収益率は無危険資産の収益率と危険資産の収益率の線形結合とな
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　最適ポートフォリオ選択問題（中川）

ることを表している。（6ユ）式の両辺の期待値をとって，ポートフォリオの

期待収益率μ∫，を求めると，（62）式となる，

　　　　　　　　　　　　？Ui，　＝　’rbt＋xτ（・一・・」　　　　　（62）

　つぎに，Il・1［を正の期首の富とすると，期末富1ザは（6．3a）式となる。

　　　　　　　r－（1＋帆一トx／（㌍・・f）｝・：　　（・…）

　　　　　　　　　　　　　　　　レ「∴＞0　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（6．3b）

ここで，期末富H一が正規分布に従うと仮定するとき，期末富↓Fは各危険資

産の収益率の線形結合であるので，危険資産の収益率が多変量正規分布に従

うことと整合的である．（6．3）式より，期末富の期待値E［IF］と期末富の分

散σ1［liを各資産の期待収益率と危険資産の収益率の分散共分散で表すと

（6、4）式と（3．6）式となる。

　　　　　　　E回一（1＋μ，肱一1・t＋xT（・一・加　　　（・．4）

　最後に，危険資産の収益率が多変量正規分布に従うときの指数型期待効用

関数は，（6A）式と（3．6）式を（2．4）式に代入することにより，（6．5）式となる。

E圃一一｛一β・輌一β判＋9
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（6．5）

　　　　　　一一一叫＋ピ回一βrx∫叶・

7．n種類の危険資産と無危険資産の

　　　　効率的フロンティア

ll種類の危険資産と無危険資産から構成されるポートフォリオの収益率の
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分散の最小化問題の下で，2期間の期末富の期待効用極大化問題から得られ

る最適ポートフォリオを求める。

呼剛一一理一叫＋X∫（・一叫）三み・｝1＋9

（7．1）

su［b．iect　to

1。i。⊥。・V。

　　　　　　　　　　tSx　　つ

μ、，－1ン＋xτ （・一・・｝）

（42）

（62）

ここで，（7．1）式が期待効用極大化問題であり，（4。2）式と（62）式がポート

フォリオの収益率の分散の最小化問題としての定式である。μ∫，≦ノ｝ならば，

絶対的危険回避型投資家は最適投資行動として，すべての期首の富II・1、を無

危険資産に投資することから，（万、＝0となる。

　まず，ポートフォリオの収益率の分散0）最小化問題を解くことにする。ラ

グランジュ乗数をλとして，ラグランジュ式をLとすると，（42）式と（62）

式を（72）式に書き直すことができる。

　　　　　　噺一1・可・＋λ｛い；－x7（・一・・））｝　（7．・）

危険資産と無危険資産からなるポートフォリオの分散を最小にするn種類

の危険資産への投資割合xと7，でそれぞれ偏微分してゼロと置いて，xの最

適値をx，λの最適値をλとした（7．2）式の1階条件は（7．3）式となり，最適

値x『を（62）式に代入したポートフォリオの期待収益率をμ∫，とする。

　　　　　　　患ごx－Z－（e－lr　　　　　　t）一・　　（7・3tl）
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　最適ポートフォリオ選択問題（中川）

（7．3a）式からx’を解くと，（7．4）式となる。

　　　　　　　　　　　　x’一λ’V，：i（・一・Ilf）　　　　　（Z・）

（・．・）式の両辺に（・一・・，∫を左か・掛けて，1・fを加え…左辺は（…）式

の1行目の式となり，右辺は（7．5）式の2行目の式となる。

　　　　　・1　＝　rf＋（・一・りτx－llf＋xT（・一・・：，）T

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（7．5）
　　　　　　　一・，　＋・Ax（・一・llf）”　Vri（・一・・it）∫一・｝＋旭f

ここで，

　　　　　B，≡（・一・rDr’　VJ，1（・一・・，一αデー・A7｝　＋B≧書　（・・6）

ここで，（7．6）式の最後の不等号は（4．8）式より自明である。（75）式より，X

を解くと，（7．7）式となる。

　　　　　　　　　　　　　　　　μρ一ilf
　　　　　　　　　　　　　x＝　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（7．7）
　　　　　　　　　　　　　　　　　Bf

　（7．7）式を（7．4）式に代入すると，ポートフォリオの収益率の分散を最小に

する危険資産への投資割合ゴは（7．8）式となる。

　　　　　　　　　　。．．．e）V：’（・一・rf）　　　（。，）

　　　　　　　　　　　　　　　　　Bf

また，（7．8）式より，無危険資産への投資割合は（7．9）式となる、

　　　　　　　　　1．、、x．－1．（A－・C・｝）（・一　　　（，9）

B
f

ここで，（62）式と（7．8）式より，μ∫，は内生変数であり，任意の値を一つ与え

ることによって，x’が一意に決定されることを意味する。したがって，最適

ポートフォリオは（7．8）式からだけでは得られないことに注意すべきである。
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μ：’n（8．15

A

σP

図3　無危険資産を含む｛σ．μ）上の最適ポートフォリォF＜ACのケーズ

　つぎに，ポートフォリオの収益率の分散σi，i，を（7．8）式から求める。危険資

産の分散共分散行列V「の左右に，（7．8）式のxを掛けて，そのときのポート

フォリオの収益率の分散をσ　lu，として求めると，（7．1〔〕）式となる，

　　　　　　　・」，・一（・c　）・V，，・’一（IF）≦C（μ；け　（71・）

　つぎに，（710）式で表される〃種類の危険資産と無危険資産を含む効率的

フロンティアと（4．11）式あるいは（4．12）式のtl種類の危険資産からなる効率

的フロンティアとの関係を求めて，絶対的危険回避型投資家の最適投資行動

として，無危険資産への投資割合とパラメータの関係を確認する。

　そこで，無危険資産を含む効率的フロンティアを求めた（7．10）式と（4．11）
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　最適ポートフォリオ選択問題（中川）

　　　　

　　　　　（8．14）式　　　　
　　　　

　　　　　rf・2・7・・8・式
μ㍗（8．15

　　　　

　　　A

　　　　

　　　　，・8）（4．11）式
　　　　　0　　　　　1／C　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　σPP

　図4無危険難始む（・．。μの上の最嗣一ト…　川・山四・一・i

式の危険資産からなる効率的フロンティアの交点を求めるため，（7、11）式を

設定する。

　　　　　　　　与L；（c（μ画＋B）　（711）

　　　　　　　　　　　　f

（7、11）式をμ］，について解くと，（7．12）式のような重根となる。すなわち，図

3の点Gで接し，また図4の点G’で交わる。

　　　　　　　　　　　　　B－Ar’　　　　　．B
　　　　　　　　　　μ・－4．。f－Ilf＋A．7r　　　　（・・12）

一一

パ　ー一㍉
ここで，（7．12）式のi“i」を求めるため，（4．8）式のD≡BC－A：と（7．6）式か

ら（7．13）式の関係を使用した。

　　　　　　　　　　　　　　　　－J9－　　　　　　　　　　　　　　47



　　　　　　　　　Bρ一D－（A一α∫）一＞o

　　　　　　　　　ABf　一　Dl・t一いイ川（B－Al・f）

　　　　　　　　　BBf－D1「一（B－∋＞o

ここで，（7．12）式より，μ1，＞1・fとなる条件は（7．14）式と同値である。

　　　　　　　　　　　　　　　　　A
　　　　　　　　　　　　　　l’＜－

1’ C

（7．12）式を（7．10）式に代入して，σ〃，を求めると，（7．15）式となる。

B
f　　　　　　　　　　　　　σ　　＝　　　　　　　、

　　　　　　　　　　　　　’’”い一6∫）～

（7．13）

（7．14）

（7．15）

（7．12）式と（7．15）式より，（Z14）式を条件として，危険資産からなる効率的

フロンティアと無危険資産を含む効率的フロンティアは図3の点Gで接す

るか，あるいは図4の点Gノで交わり，その点は（7．16）式である。

（・ん・μの一 ／

て、r．十
　　f

B
i

（A－c・y）一 ，4一ひ
　　　f

　　　　A
ぴ　’”t〈i （7．16a）

（・1・μの一 　　　　　　　　Bs
且一σr「f＋ A－6｝

」
言
vり （7．16b）

ここで，（7．16a）式より，無危険資産を含む効率的フロンティと危険資産か

らなる効率的フロンティアが接することになり，このポートフォリオを接点

ポートフォリオ（tangellcy　portfolio）とよぶ。この点で，すべての投資家が

各危険資産にたいして，同じ期待収益率と同じ分散共分散を有している限

り，危険資産だけから構成される接点ポートフォリオでの各危険資産への投

資割合は，あらゆる選好を有する投資家にとっても同じとなる，という分離

定理が成立する。すなわち，接点ポートフォリオでは投資家の期待効用関数
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（2．4）式の絶対的危険回避パラメータβとは無関係となる。

　（ZIO）式の最後の不等号は（7．6）式から自明である。または，ボラティリ

ティの定義と（7．9）式より，ポートフォリオの収益率のボラティリティσを
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1，
求めると，（7．17）式となる。

・1一μデ≦丸一幅 （7．17）

ここで，（7．10）式あるいは（7．17）式は無危険資産を含むポートフォリオの効

率的フロンティアであり，効率的フロンティアの右の実行可能領域を投資可

能領域とよぶ。（7．17）式より，無危険資産を含むポートフォリオの効率的フ

ロンティアは（7．18）式となるs）。

μ；，－1・r　＋・1、a≧・，＋・嶋

ここで，条件式は（7．14）式に従う。

（7．18）

8．n種類の危険資産と無危険資産の

　　　最適ポートフォリオ問題

　つぎに，2期間の期末富の期待効用極大化問題である（7．1）式を解くL））。そ

のとき，（7．1）式をxでそれぞれ偏微分してゼロと置いて，xの最適値をx一

とした1階条件を整理すると，（8．1）式となる。

　　　　　　　　　　　　e－17∫＝βIII，V，、ゴ×　　　　　　　　　　　（8，1）

（8．1）式より，x”’を解くと，（8．2）式となる。

x，vrl
（・一・・，）

X　　＝
（82）

β　m｛，

一
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（8．1）式の両辺に左から（x”）’9を掛けて，両辺にηを加えると，左辺は（8．3）

式の1番目の式となり，右辺は（8．3）式の2番目の式となる、そのときのポー

トフォリオの期待収益率をμ／，とすると，（8．3）式となる。

　　　　　　Pt・］」－r’，　＋　（xx”）’（・一・川

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（8．3）
ATT、，　v，t、［

　　　　　　　ーけβ町ズ）vズー・，　＋　13111、σlll，≧1：，

ここで，（8．3）式を満足するポートフォリオの収益率の分散をση、で表すこと

にして，そのときのポートフォリオを，無危険資産を含む期待効用極大化

ポートフォリオとよぶことにする。

　効率的フロンティアと無危険資産を含む期待効用極大化ポートフォリオの

両条件を満足する最適ポートフォリオを考える。そのとき，最適ポートフォ

リオの収益率のボラティリティをσ），J”として，（7．12）式と（8．3）式より，

（8．4）式となる。

・1＋・∵万一r，　＋　131・1　1，σ1；1，’ぴ1’r・A／C （8。4）

ここで（8A）式から求められるσI」を（7．12）式のσ1，あるいは（8．3）式のσi，に代

入して，求められるポートフォリオの期待収益率を最適ポートフォリオの期

待収益率μ∴として求めると，（8．5）式または（8．6）式となるlo〕。

（・㌫μ1り一（・1’μ一一（・・1」

または，（7．14）式の条件の下で，

（・1，I」　．バ）一

（・1’x9，”）一

B，　　　　　Bf
β・III，・’t’・　＋　Biti

亙，、＋Bf
βu・1、　　　　t　　　　β｜II、

　　　　A
り　”t〈i

　　　　A
if　r・〈－
　　　　c

（8．5）

（8．6a）

（8．6b）

50 22



　　　　　　　　　　　　　　　　　　　最適ポートフォリオ選択問題（中川）

である。ここで，（8．5）式あるいは（8．5）式と（8．6）式の両ケースを結ぶ直線が

無危険資産を含む効率的フロンティアである（7．12）式となることが確認でき

る。

　つぎに，B，CD，β，1・1　1）＞0と（7．6）式と（7．14）式の条件の下で，（8．5）式と

（8．6a）式を（6。5）式のσ〃，とμ∫，に代入したときの期待効用の関係は，（8．7）式

である。

E已）・一・酬。．”．　，u一流・S－・，・書

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（8．7）

ここで，期待効用を極大化する最適ポートフォリオの期待効用は（8．7）式の

右辺のケースであり，最適ポートフォリオは（8．8）式あるいは（8．9）式となる。

Proposition　2

　η種類の危険資産と無危険資産から構成される効率的フロンティアと期

　待効用極大化ポートフォリオを満足する最適ポートフォリオは（22b）式

　と（3．4b）式と（4．8）式と（7．6）式と（Z14）式を条件として，

　　　　同一1闇＋貴∵（…）

であり，図3の点Eに位置する．または

（σ∫1　μ↓，）一

　　　　　　Bf
、r、十

βM・1、　　　　　！3111，

（・い∂

　　　　．4
ぴ　「］f〈i

その他

（8．9）
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であり，図4の点E’に位置する一（8．8）式あるいは（8．9）式のμ：’を（7．8）

式の，ttt，に代入して，そのときの最適ポートフォリオの投資割合をx…

とすると，（8．10）式となる。

　　　　　　　　　　ビ⊥（・一・・」　　　　（、．1。）

　　　　　　　　　　　　　　　βIll，

また，無危険資産への投資割合は（7．10）式と（8．8）式より，（8．11）式とな

る。

A－Cr

　　　　　　　　　　　　

1　　1　　　　　　　　　　　　　1－　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（8．11）
　　　　　　　　　　　　　　β1・II、

（8．11）式より，絶対的危険回避型投資家は最適投資行動として，βIlh＞

A－Crtなら貸付けを行い（言い換えれば，無危険資産へ投資を行い），

残りの金額を（8．10）式にしたがって危険資産に投資する．また，β　II’1，＜

A－Cηなら借入れを行って（言い換えれば，無危険資産の空売りを行

い），その金額と期首の富III，を危険資産へ投資し，βW；、＝A－Cηな

ら危険資産のみに全額を投資することを意味する。すなわち，絶対的危

険回避型投資家の危険回避パラメータ13が増加するほど，貸付けに向き

やすいという，自明のことを物語っている、もし借入れが不可能である

ような場合には，投資家の効率的フロンティアはηから接点ポートフォ

リオを通り，接点ポートフォリオの右側では危険資産だけからなる効率

的フロンティアとなる。さらに，（8．10）式を（6．3a）式のxに代入したと

きの期末の富を1ザ　として，最適ポートフォリオで投資を行ったとき

の期待効用を求めるため，（8．8）式を（6．5）式のμノ，とσJ，1，に代入し，その

・きの髄ボー・フォ・オの辮棚値をE［Us（Iv）］とす・と・

（7．14）式の条件の下で（8．12）式となる。
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最適ホートフオリオ選択問題（中川）

叫（iV）］≡E1・，（　　　　『）　。，　　i，、

　　　　　　　σ　’＝t3：li1こ　μ’＝ノ・一万］τ丁

一一◎
倒＋戸、k： トらくf

（8．12）

最後に，（・，。∋上で髄ボー・フオ・オであ・（・．・）式を通撫差別効

用曲線を求める。そこで，まず（8．12）式の期待効用値が（65）式の期待効用関

数に一致するときの関係を（8．13）式で表す。

　　　　　E［帽］一一exp｛一βII：1昨一β蜘＋・（813）

（8．13）式を約について解くと，最適ポートフォリオを通る無差別効用曲線は

（7．14）式の条件の下で（8．14）式となる。

　　　　　　　　κ一・㍗＋β：1いい・差　　（・・14）

ここで，

　　　　　　・；恒≡・己，巖≧r・f＋，th　・・f・，〈ご（815）

である。

9．おわりに

　これまで，最適ポートフォリオ問題として，ポートフォリオの収益率の分

散の最小化問題と期待効用極大化問題として独立に想定されてきたが，両問
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題を結びつける方法が，明確にされてこなかった。単に，危険資産の収益率

の多変量正規分布（多変量ガウス分布）を仮定すれば，両問題を融合でき

る，という文言で片付けられるか，あるいは，数値例を使用して，解説され

るだけであった。

　そこで，本稿では，HARA型効用関数のパラメータの極限操作によって

導出した指数型期待効用関数を使って，η種類の危険資産のケースとそれに

無危険資産を加えた両ケースで，ポートフォリオの収益率の分散の最小化問

題と指数型期待効用極大化問題の融合を試みた，その結果，絶対的危険回避

型投資家が最適ポートフォリオを組む場合に，危険回避パラメータと収益率

と収益率の分散共分散のパラメータの大小関係によって，明確に貸出あるい

は借入れを行うかが決定されることを示した。

　しかし，本稿では，最小分散ポートフォリオ（MVP）の期待収益率が無

危険利子率よりも大きく，かつ無危険利子率で借入れが有限に可能であり，

無危険資産の空売りが可能なケースを想定したが，貸付けのみが可能である

ケースや，貸付けと借入れの無危険利子率が異なっているケースなども想定

できる。またの機会にこうしたケースとともに，数値例を挙げて考察した

い。また，項数を考慮して，最小分散ポートフォリオの期待収益率が無危険

利子率以下のケースは脚注で補うにとどめた。

　　〔注〕

　1）　Ingcrsoll［1］はp．55で，　HARA型効用関数を次式で表現しているが，　Ingersoll

　のHARA型効用関数では，厳密には対数型効用関数を導出することはできない・

　　　　　　　　　　　　川・）一’デ巴一η〃

　　Ingersollの効用関数から対数型効用関数を導出するには，ヒ式の両辺に（；1　”D／γ

　　を加えて，改めて，効用関数を再定義したヒで，㌘→0とする極限処理をしなけれ

　　ばならない、しかしながら，拙稿［5］と本稿で提示する（22a）式では，　Inger　s．　oll

　　のHARA型効用関数のように　（；・－1）／γを加える必要はない・
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最適ポートフォリオ選択問題（中川）

ここで，γ一1のとき・1㍉同μ11τ▼ニー0であるので除外される，

ここで，L’H（、spitalの公式を使用する一

すなわち・叫’（1・・、．、］－1…f311『一・）・あ・z：iで・・’…p…1・公

式を使用する，

　率が同値であるなら，

　らない。また．V、7はll×il正値定符号行列であれば，　VJIは〃×ll正値定符号行

　列でもある、

6）（4．1）式の最適値は13111）（1＋μρ一β1㌔σ〃，／2）を極大化する最適値と同じであ

　る，

7）等号が成立するのは（5．6）式のFがゼロのβ1陥＝（」＋硬）／2のときである。

8）　もしμノ、≦））ならば，（7．17）式で無危険資産を含むポートフォリオの効率的プロ

危険資産は同一の期待収益率を有しないと仮定する，仮に，危険資産の期待収益

　　　　　　　　　危険資産の収益率の分散共分散行列は正値定符号行列とはな

　・テ・アはPtll一仁σ，万であるが，以下ではμ：・・畑・一スのみを考察す

　る，

9）　（4．1）式の最適値は13111i（1＋μρ一βlll｝σ〃ノ2）を極大化する最適値と同じであ

　る。

10）　（8．5）式は最適ポートフォリオの期待収益率μ；∵と無危険利子率r’fに関係なく成

　立するが，（8．6）式はμ；∵≦ノ：fのケースでは不要である、

　〔参考文献〕

［1］　　Irlgersol1，　L　F＿　Jr．　L丁lie（lrY　qf　Financia／Deci∫ion．Nlaking，’RownNi　ii＆Little　field，

　　New　Jersey，1987．

［2］　Hung、　C．　aiid　R．　H．　Litzenl〕erger，‘Foiindation．s∫for　Fi〃ancia／Economics，｝North－

　　Holland，　New　York、1988，

〔3］　飯原慶雄，「第4章多期間ポートフォリオ分析」，r財務理論の研究　　CAPM

　　をめぐる諸問題　　』，白桃書房，昭和55年．

［4］　國村道雄，飯原慶雄，（名古屋証券取引所監修）『第6章ファイナンスの理論』，

　　「株式市場とオフ．ション取引」，中央経済社，平成元年．

［5］　中川裕司，「拡張HARA型効用関数下での賃金所得を含む連続時間最適消費・

　　ポートフォリオ選択問題の解法」，奈良県立商科大学『研究季報』第3巻第4号，

　　1993年．

一 27一 55


