
岐阜経済大学論集40巻3号（2007年）

ヒストリカル・データを使った

連続時間型平均収益率の罠

中　川　裕　司

1．はじめに

2．連続時間型平均収益率の定義と特質

3．nt期間平均収益率の大きさとtl期間平均収益率の大きさの一致条件
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4．戸一　／P．一／／一］の確率分布が一様分布に従うケースのiR，「＞1互1の確率

　4．　L1／a≦P．，，，fP，－t，＿T≦〔この範囲で昂、とii，，の符号が同じであるケース

　4．2．1／a≦P、．t，ノP，一…≦（1の範囲でR，とR、の符号が異なるあるケース

5，戸ノ互一u，－1の確率分布が対数正規分布に従うケースのR，，1＞IR．・1の確率

6．ま　と　め

1．はじめに

　研究成果で公表されるデータは資産価格を集計・加工した平均収益率・収

益率の分散等の基本統計量であり，価格または収益率一つ一つの値が公表さ

れることは稀である。そのとき，集計・加工された基本統計量の平均収益率

から，その元データの価格情報を間接的に予測できるだけである。同一期間

で種類の異なる資産価格の収益率の基本統計量を比較するときには問題は生

じないように思われる。たとえば，今期の資産価格の収益率を今期の資産価
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格に対する前期の資産価格の比の対数で定義した収益率（以下では，連続時

間型収益率とよぶ）で表すとき，Il期間の資産価格の収益率（以下では，連

続時間型rl期間収益率，あるいは単にn期間収益率とよぶ）は今期の資産

価格に対するll期前の資産価格の比の対数となり，その平均（以下では，

連続時間型η期間平均収益率，あるいは単にrl期間平均収益率とよぶ）を

比較するとき，期間が同じ〃期間であれば，資産の種類が多くても，それ

ぞれのll期間平均収益率で比較しようが，　n期間収益率で比較しようが，そ

の元のデータである今期の各資産価格とη期前の各資産価格を比較するだ

けで，期間を考慮する必要はない。たとえば，今期の各資産価格をすべて同

じ1，000と想定するとき，各資産のrl期間平均収益率が公表されているの

で，〃期前の各資産価格が計算できるという点で，多数の資産価格の平均収

益率の比較は容易である。

　しかし，たとえ，一種類の資産の平均収益率を比較する場合でも，期間が

異なる場合には，注意を要する。期間が同一の多数の資産の平均収益率の比

較のように，期間を考慮せずに，単純に資産価格を比較すると問題が生じ

る。そこでは，m＜ll（整数）のとき，　rn期間平均収益率と〃期間平均収益

率を同じ期間に変換して，比較する必要がある。このとき，m期間平均収

益をll期間に拡張できる，あるいはn期間平均収益率をノn期間に短縮でき

ることを前提にして，両平均収益率を比較しなければならない。特に，連続

時間型平均収益率の比較の場合，平均収益率の比較はlll期前の資産価格と

rl期前の資産価格と両期間のみに依存する。よって，平均収益率の比較は，

偶然出現した過去の2時点の資産価格の比較と両期間に集約される。

　本稿では，η」期間平均収益率とn期間平均収益率を比較して，ll期間平均

収益率の大きさ（絶対値）がm期間平均収益率の大きさ（絶対値）と一致

する資産価格の条件を求め，また，前者が後者を上回る可能性をノ〃期間収

益率の確率分布を仮定して，考察する。そこでは，lrl〈nの条件の下では，

tt期前の資産価格は今期あるいはln期前の資産価格とかけ離れた値になら
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なければならない場合が存在する。こうした〃期前の資産価格は起こり得

ないかを論じる。概して，期間が異なる2種類の連続時間型平均収益率の比

較時に，平均収益率のみしか観測できないときに生ずる問題点と，そのとき

に承知しておかなければならない資産価格にたいする注意点を明きからにす

るc

　まず，次節では，連続時間型平均収益率の定義と特質を考察する。さらに

3節では，期間が異なる2種類の平均収益率の大きさ，すなわち絶対値の一

致条件を明からにするとともに，ll期間平均収益率がrn期間平均収益率を

上回る条件を求める。つづく4節では，rn期前の資産価格に対するll期前

の資産価格の比率の確率分布が一様分布に従う場合と対数正規分布に従う場

合に，〃期間平均収益率がnコ期間平均収益率を上回る確率を求める。

2．連続時間型平均収益率の定義と特質

　時点トsの資産価格P，一、と時点トト1の資産価格P，一司の関係を

（2．1）式のように考え，（2．1）式が成立する収益率η一、を時点トsの連続時

間型1期間平均収益率あるいは連続時間型1期間収益率と定義する。

P，－1＝P．一、－1　exp（1｝－J　（s－　0、　1，・tl） （2．1）

ここで，0＜Pr－、とする。時点s＝0のときの収益率7・tに（2．1）式を再帰的代

入を行うと，（2．2）式となる。

　　　　　　　　　P・一鞠・）－P叫S・一］　　（2・・）

（2．2）式の各辺をP，＿．＿1で割って，両辺の対数をとって，両辺をllで割った

値を連続時間型？1期間平均収益率R，，として，（2．3）式を定義する。



　　　　　　　　R，・L）－！£1、、－ln　P，　一　ln　P，－t・－1　　　（、．，）

　　　　　　　　　　　n　　　tlノt　　　　　　　　
　
「
t
　

　
、

＝
、

、　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 l l

ここで，R．は時点トηから時点tまでの連続時間型n期間平均収益率，ρ，

は時点t－llから時点tまでの連続時間型rl期間収益率を表す。

　つぎに，資産価格が常に有限値であることを前提にして，（2．3）式の〃に

対する極限を考える。

　　　　　　　　　　　　　　　　　hn　P，－ln　Pi－r、．1
　　　　　　　　　　RN　　≡　　1）lilll　R　，　　　　　　　　　　　　　　　＝　　1）lilll

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝0　　（2．4）
　　　　　　　・．・N　　ll・t・P－、・x　　lべ　　　　ll　　　　［）P、へ

ここで，直感的には，（2．4）式のP．－xは遠い過去の資産価格であり，有限で

あるため，つc期間平均収益率R．はゼロに収束する。すなわち，llの極限で

は，平均収益率はゼロに収束することを意味している。（2．2）式の最初の等

号と（2。4）式から，（2．5）式が成立する。

1i’，1≧Rx （2．5）

ここで，（2．5）式の等号は，P，　＝　P，＿1のとき，1’tとRxはともにゼロであ

る。

3．m期間平均収益率の大きさと

　　　n期間平均収益率の大きさの一致条件

　つぎに，1≦tn＜nの仮定の下で，　IR“1と］R．1の大小関係を考えるため，

関数6，，v、を（3．1）式のように定義すると，（2．3）式から，（3．1）式となる。こ

こで，平均収益率の絶対値で比較することは，時点t－7η一1あるいは時点

トll　－1の資産価格が時点tでの資産価格を中心に，ブラス方向とマイナ

ス方向に等しい確率で出現していたであろうという想定に基づいている。
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　次項では，㌦“＝0となる条件を考える。すなわち，Tlとn？とP，とP，．，，、，1

の値を与えることによって，連続時間型〃」期間平均収益率が連続時間型n

期間平均収益率に一致するような一意のP，．s、，1が決定する。換言すれば，

基本統計量から両平均収益率R．、とR，，と期間mとTlが既知であるとき，

Pl＿．＿1はP，とP，．，h－1の関数であると考える。

3．1．ρ“＜ρm〈0またはρ。〉ρ，n＞0のケース

　まず，ln期間平均収益率ρn，とll期間平均収益率ρ，iの関係がρ，，＜p．、〈0

またはρ，、〉ρ，，i＞0のケースの6．，．，．＝0となる条件を考える。そのとき（3．1）

式から，（3，2）式となる。

n　　　　　　　　　　　　　　　　　　P；

［
　

；
1
：
　
　

｜

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3．2）　　　　　　　　　　　　P，＿1＝
　　　　　　　　　　　　　　　　Pj”「，－1

（3．2）式から，時点t－lll－1の資産価格と時点t－n－1の資産価格の比

P，．、n－1／1），＿1，あるいは1），／P，＿1に対するP，／P，一、“－1の比のP，．“．1に（3．2）式

を代入すると，（3．3）式となる。

　　　　　　　　　　　　　　　　　 ノリリゴ　　　　　をゴー；庶一÷　一即｛ρns〔f，　1〕｝　（…）

（3．3）式から，〃1ηについて解くと（3．4）式となり，へ，．，、＝0を満足する条件

下で，期間比n／mと価格比P，．m－L／P，．ll－］の関係式が成立する。

　　　　　　　　　　三。、＋ln（P，　ns－1／P，一“－1）　　　　　（3．4）

　　　　　　　　　　　m　　　　　　　　ρ，，，

ここで，m〈nの仮定により，（3．4）式は1より大きくなければならないが，

（3．4）式の右辺が1になる条件はP，．t／．1＝P，．．，n－1のときであり，この条件は

ρr、〉ρn，＞0またはρ，，〈p，，，〈0の仮定より除外されている。すなわち，p，，＜

　　　　　　　　　　　　　　－　5－　　　　　　　　　　　　　　　　　5
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グラフ1A：R．＝R，，を満足する曲線1＋Ill（P，－1／P．．－E）／ρ、

ρ，。〈0のとき，（3．4）式の右辺第2項の分子分母はともに負であるので，

（3．4）式は1よ1〕大きい。また，ρ“〉ρ，，，＞0のときには，（3．4）式の右辺第2

項の分子分母はともに正であるので，（3．4）式は1より大きい。また，ρ“．＜

ρ，，〈0またはρ，、．〉ρ，，＞0のときには，R，，　r＞IR」の可能性はゼロであるた

め考慮の必要はない。

　m期間収益率ρ，．の上昇によって，（3．4）式の傾きがいかに変化するかをみ

るために，（3．4）式をρ”／で微分すると，（3．5）式となる。

　　　　　　　　　　、1元撒一一1”（P’一梁一iJ－］）　　　　（3・5）

（3．5）式の右辺の分母は正であり，ρ，，〉ρ．，＞0のケースは（3．5）式の右辺の分

子が正であり，（3．5）式は負となる。ρ．＜ρ．，〈0またはρ，〉ρ．，＞0の条件の

下で，（3．4）式をグラフに描くとグラフ1Aとなる。このとき，δ“，，“＝0を満

足する条件はグラフ1A上では点Jを通って，ρ．「＞0のケースの直線よりも

緩やかな直線となり，グラフ1B上では点Jを通って，ρ，，．＞0のケースの曲

線よりも緩やかな曲線となる。また，ρ，、＜ρ川く0のケースは（3．5）式の右辺

の分子が負であり，（3．5）式は正となる。このとき，b，t、、，、＝0を満足する条件
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n／m

ケース

Pr－．t’1

P
．

グラフIB：R，．1＝IR．を満足する曲線1＋ln（P，＿，．－1／P，一．－1）／ρ，，

はグラフ1A上では点Jを通って，ρ．、〈0のケースの直線よりも緩やかな直

線となり，グラフ1B上では点Jを通って，ρm〈0のケースの曲線よりも緩

やかな曲線となる。すなわち，ρ“tが上昇すると，点Jを通って，直線ある

いは曲線はより緩やかになり，n／rnとP，．．．1を所与とすると，δ。．”＝0を満

足するためにはρ“，＞0のケースでは1）t＿1はより上昇し，ρ“、〈0のケース

ではP，＿1はより下落する必要があることを意味している。

　つぎに，（3．3）式から，期間比tl／nlを1より大きい任意の定数3とすると

きのδm，t，＝0となる価格比P，＿1／P，一”．1を求めると，（3．6）式となる。

　　　　　　　　　　　　　　　　　ゴヨ
　　　　　　　　　三．i＝（t－・xp細・－1）｝　　（…）

ここで，グラフ1Aの直線の上方はIR．1〈11z」の領域であり，直線の下方は

1R。1＞1R…1の領域を表し，グラフ中の斜線部である。また，グラフ1Aの横

軸は価格比の対数であるため，横軸に価格比Pt－m－1／P，＿，，＿1で描いたグラフ

がグラフ1Bであり，グラフ1Aと同様に，曲線の上方はIR．1＜11Z。1の領域

であり，曲線の下方は1R，、［＞1R．，1の領域を表し，グラフ中の斜線部である。
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　例題3．1：ρ「〈ρ，，〈0のケース

　たとえば，2期間平均収益率（R．，＝－0．49752c／o）と10期間平均収益率を想

定する。このとき，ρ．，＝－0．99503t／oであり，rn＝2，　ll＝10なので3＝5であ

り，（3．4）式より6。．i“＝0となる価格比P，＿1／P，－r、－1は096098となる。仮に，

P，＝1、000とすると，R。nの値より，Pr－■＝1，010となり，さらに（3，4）式よ

り，P，．rl－1＝1，105．17となる。このとき，　R，，は凡、に一致し，グラフIA上とグ

ラフ1B上の点Aに対応する、もし，　Rn＝－0．295588％であったならば，その

とき，P，＝1，000かつP，一．－1　＝　1，030となり，6．．，、，，＝0となる価格比Pt．m－1／

P，．r、－1よりも大きい価格比0．980583となり，グラフ1A上とIB上での」＝5

線上の点Aから点Eの範囲に位置する．またもし，R，＝－0．67586c／oであっ

たならば，そのとき，P，＝1，000かつP∫一，一］＝1，070となり，6，、i．，、　＝0となる

価格比P，一，，t－1／P，．．一］よりも小さい価格比0．943925となり，グラフ1A一ヒと

1B上での3＝5線上の点Cから点Aの範囲に位置し，　R，，は一2％であり，

R，，＞IR訓となるc

　例題3．2：ρ，，〉ρ，，．＞0のケース

　また，2期間平均収益率（Rn，＝0．50252°／））と10期間平均収益率を想定す

る。このとき，ρ，，，＝1．00503％であり，rll＝2，〃＝10なので，5　＝5であり，

（3．4）式より㌦，，＝0となる価格比Pr＿1／P，．t，－1は1．04102となる。仮に，

P，＝1，000とすると，Rmの値より，P，一，，，－1＝990となり，さらに（3．4）式より，

P，＿1＝950．99となる。このとき，R，，はR，、，に一致し，グラフ1A上とグラ

フIB上の点Bに対応する。もし，　R．＝1．0536059f，であったならば，その

とき，P，＝1，000かつP〆＿1＝900ならば，δ“，，，、＝0となる価格比P，．tt、－1／P｝＿1

よりも大きい価格比1．1とな1），グラフIA上と1B上での．3＝5線上の点B

から点1の範囲に位置する。またもし，Rn＝0．30459210／，であったならば，

そのとき，P，　＝　1，000かつP，．r／－1＝970ならば，6．v、＝0となる価格比P，一“、．1／

P，＿1よりも小さい価格比1．020619となり，グラフ1A上と1B上でのプ＝5

　8　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　－　8　－一
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線上の点Eから点Bの範囲に位置し，R，，は05％であり，1R。1〈1R．，1とな

る。

　　　　　3．2．ρn＜0〈ρmまたはρ，，＞0＞ρ，．のケース

　つぎに，ρ，、〈0〈ρ，nのケースの6m，，tを考えると，（3．1）式から，（3、7）式と

なる。

　　　6　＝ln　Pt－ln　P，－1＋ln　Pt－1・1　P・一・，－t＝⊥ln　pi’TT「’
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3．7）

一
”t’”　　　　　　η2　　　　　　　　　 n　　　　　　n｝n　k　P，L’　。・　－i・酵∴、一、

（3．7）式からδ，n．r，＝0となる条件は（3．8）式である。

　　　　　　　　　　　　　君＿1」’一〃川　　　　　　（3．8）

　　　　　　　　　　　　　　　　　P：tlli－1

また，p，　＞0＞ρ，，，のケースのδ“i，。を考えると，（3．1）式から，（3．9）式となる。

　　　δ一1・　Pt－1・　P，．－L　II1β一1・P，－n－1－⊥1。βこ・－1君∵1（3．9）

　　　　M．rS　　　　　　ノη　　　　　　　　　　η　　　　　　71zη　　　　pr－iii

（3．9）式からEl。，，，，＝0となる条件は（3．8）式に一致する。

　（3．8）式から，まず，ρ。〈0＜ρ．、またはρ，，＞0＞ρn、の条件の下で，6n、、，，＝0

を満足する時点トrn－1の資産価格と時点t－n－1の資産価格の比

P，．，、．1／P，＿1，あるいはP，／P，＿1に対するP，／P，＿］の比のP，＿1に（3．8）

式を代入すると，（3．10）式となる。

i　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　
＼ 　　　 　L　I 　＋

）1
‘　1

　　　　　：：／n－k：1－£　一・xp｛一・．〔1噺（・・1・）

（3．10）式から，n／π）について解き，さらにn／ηLが1より大きいことを条件

として，δm．it＝0を満足する期間比n／mと価格比P，．m－1／P，＿1の関係式を

表すと，（3．11）式になる。

　　　　　　　　　　　Ln＿＿1＿ln（P，－r・“－1／Pr－tt－1）　　　　　　　（3．11）

m　　　　　　　　　ρ．，

　　　　　　　　　　　　　　　－　9－　　　　　　　　　　　　　　　　　9



rl／’m

　　

　　

　　

　　　1・〔li，f，，，）

グラフ2A：R、1＝iR，を満足する曲線max｛1，－1－lll（P，一”，－1／P，．。一［）／ρ，，｝

ρ．＜0のとき，すなわちρ♪0＞ρ“，のとき，右辺の第2項が1よりも大き

い条件は（3．12a）式および（3．12b）式である。

　　　　　　　　　11慌1〈一・P・　1p．．＞e　　　　（・．12・）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　コニ　　　　　　　　　呈llゴ・e－’・”1・，＞i］一君÷、　　　（・・12b）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ンコト　り
ここで，（3．12a）式はグラフ2A上の点Lより上の直線上の範囲であり，

（3．12b）式はグラフ2B上の点Lより上の曲線上の範囲であることを意味し

ている。またp，　＞0＞ρmのとき，右辺の第2項が1よりも大きい条件は

（3．13a）式および（3．13b）式である。

　　　　　　　　　1慌1＞一・叫・　　　　（・．13・）

　　　　　　　　　；．1：・e　’・”　1…是、　　　（・・13b）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　が　くり
ここで，（3．13a）式はグラフ2A上の点Kより上の直線上の範囲であり，

（3．13b）式はグラフ2B上の点Kより上の曲線上の範囲であることを意味し

　10　　　　　　　　　　　　　　－10一



ヒストリカル・データを使った連続時間型平均収益率の罠（中川）

n／m

ー ス

，，，－1

＿1

グラフ2B：IR，　e＝IR．．「を満足する曲線max｛1，－1－111（R－st／一［／P、＿、）／ρ，，．｝

ている。

　m期間収益率ρ“，の上昇によって，（3．11）式の傾きがいかに変化するかを

みるために，（3．11）式をρ。で微分すると，（3．14）式となる。

　　　　　　　　　　馴一111（∵・一’）　　　（・・14）

（3．14）式の右辺の分母は正であり，ρr、〈0〈ρ。のケースは（3．14）式の右辺の

分子が負であり，（3．14）式は負となる。このとき，6。．i，＝0を満足する条件

はグラフ2A上では点Lを通って，ρ．、＞0のケースの直線よりも急な直線と

なり，グラフ2B上では点Lを通って，ρ，♪0のケースの曲線よりも急な曲

線となる。また，ρ，、＞0＞ρ“、のケースは（3．5）式の右辺の分子が正であり，

（3．5）式は正となる。このとき，δm、，，＝0を満足する条件はグラフ2A上では

点Kを通って，ρ．＜0のケースの直線よ1）も急な直線となり，グラフ2B上

では点Kを通って，ρ“、＜0のケースの曲線よりも急な曲線となる。結局，

1ρ．［が上昇すると，点Lまたは点Kを通って，直線あるいは曲線は急にな

り，η／’nlとP，．，n－1を所与とすると，6。．n＝0を満足するためにはp．，＞0の

ケースではP，＿1はより下落し，p。“〈0のケースではP，”，－1はより上昇する

　　　　　　　　　　　　　　　　　11－　　　　　　　　　　　　　　　　　11



必要があることを意味している、

　つぎに，（3．10）式から，期間比n／mを1より大きい任意の定数3とする

ときのδ，．．，，＝0となる価格比P，＿1／P，＿1を求めると，（3．15）式となる。

　　　　　　　　　　　　　　　　トィ　　　　　　　　7，，，一着一、一・xp梱1＋3）｝　　（・・15）

ここで，グラフ2Aの直線の上方はIR．1＜「Rn、1の領域であ1），直線の下方は

1R．1＞1R，n1の領域を表し，グラフ中の斜線部である。また，グラフ2Aの横

軸は価格比の対数であるため，横軸に価格比P，一．“．1／P，－n－、で描いたグラフ

がグラフ2Bであり，グラフ2Aと同様に，曲線の上方はIR，，r〈fR，．rの領域

であり，曲線の下方はIR，，＞IR．，［の領域を表し，グラフ中の斜線部であ

る。

　例題3．3：p，、＜0＜μ，，のケース

　たとえば，2期間平均収益率（R“，＝0．502517％）と10期間平均収益率を想、

定する。このとき，ρ。、＝1．00503％であり，tn＝2，　n＝10なので．3＝5であり，

（3．15）式より6．，、“＝0となる価格比P，＿m－i／P，－r／一］は0．941480となる。仮に，

P，＝1，000とすると，R．“の値より，Pil－m．1＝990となり，さらに（3．15）式より，

Pt　，，　1＝1、051．54となる。このとき，　R。はR，，，に一致し，グラフ2A上とグ

ラフ2B上の点Aに対応する。もし，　R．＝－0．2955880／，であったならば，その

とき，P，　＝　1、000かつR＿］＝1，030ならば，へ，、，FOとなる価格比P，＿1／

P，＿1よりも大きい価格比0．961165となり，グラフ2A上と2B上での3＝5

線上の点Aから点Dの範囲に位置する。またもし，R．＝－0．6075860／，で

あったならば，そのとき，P，＝1，000とすると，Pr－n－1＝1，070となり，　b，、F．，、　＝0

となる価格比P，＿1／P，一．．－1よりも小さい価格比0．925234となり，グラフ2A

上と2B上での3＝5線上の点Cから点Aの範囲に位置する。

12 12



ヒストリカル・データを使った連続時間型平均収益率の罠（中川）

　例題3．4：p，、＞0＞ρ。，のケース

　また，2期間平均収益率（Rn，＝－0．49752°／・）と10期間平均収益率を想定す

る。このとき，ρ“、＝－0．995030／，であり，’m＝2，n＝10なので3＝5であり，

（3．15）式よりδ．、，，＝0となる価格比P，＿1／P，．“－1は1．06152となる。仮に，

P，＝1，000とすると，R，。の値より，　P，一，st－1＝1，010となり，さらに（3．15）式

より，P，一“．1　・951．47となる。このとき，　R．はR．，に一致し，グラフ2A上

とグラフ2B上の点Bに対応する。もし，　R“＝1．05306050／，であったなら

ば，そのとき，P，　＝　1，000かつP，一．－1＝900ならば，6，n，t、＝0となる価格比

P，＿．，．1／P、＿1よりも大きい価格比1、12222となり，グラフ2A上と2B上で

の3＝5線上の点Bから点1の範囲に位置する。またもし，R，，　・＝　0．3045920／，

であったならば，そのとき，1），＝1，000かつP，＿1＝970ならば，6m．，＝0と

なる価格比P，＿1／P，＿1よりも小さい価格比1．041237となり，グラフ2A

上と2B上での3＝5線上の点Gから点Bの範囲に位置する。

4．P，＿、／pN，．n．1の確率分布が一様分布に従う

ケースの同〉同の確率

　これまで，資産価格をヒストリカル・データより既知として扱ってきた

が，本節以降，資産価格を確率変数として扱う。まず，期間比n／lnを定数3

とし，価格比i5，＿1／見＿1の確率分布が平均1で任意に与えた下限1／α，上

限aまでの一様分布に従うとするとき，1瓦1＞1互］となる確率を求める。

4．1．1／α≦戸ト，詞／戸，＿1≦αの範囲で瓦，とR，，の符号が

　　　　　　　　　　同じであるケース

まず，1ξ。、と瓦の符号が同じであるケースの確率を考える。期間比η／m

　　　　　　　　　　　　　　－13－　　　　　　　　　　　　　　　　13



が3（＞1）で，任意の正の定数nを所与として，価格比の対数が111（戸，一／，，－1／

，P，－1、＿1）≦；α1の範囲，またはP，＿1／P，一，ll≦｛・’“‘の範囲で一様分布に従うと仮

定するとき，すなわち，ρ．、＜0のケースではグラフ1A上またはIB上の

MHの区間にあるときの1瓦1＞巨“11となる確率は（4．1a）式となる。

・・（1互1・1列・ゆ・｛瓦｝一卿・｛R，，｝＆・／・・一・＞1・1／・・戸，一一1／P，…〈1）

一・・（1司＞IR．．　11　・sign｛RrP｝一・迦｛R．｝＆・／・・一・・1＆P，，・・）

一一
｛田＋≒）じL｛昨、。陣＿．，、＿、

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4．la）

また，ρ“、＞0のケースではグラフ1A上，またはグラフ1B上の匡の区間に

あるときの同＞1∂，，1となる輸は（4．1b）式となる，

P・（IR・1・1訓吻・｛瓦｝一・加刷＆・／・・一・＞1・1＜互“1／戸一，1≦・）

一・・（同・1瓦1卜…｛R，，｝一刃・｛瓦｝輌一・・＞1＆ρ．，〉・）

　　－m－ax｛・）’1－（3－1　　　　a）ρ㍍！i，り，IR，＿＿，｛ir　lx，＿一、1．vダ　＿‘

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4．lb）

（4・la）式と（4・1b）式を嚇1…nl－1のとき・綱｛・IR，，i・IR．1となese

率を描いたものがグラフ3．1Aであり，　lll＝2のときのものがグラフ3．1Bで

ある。

　例題4．1：ぴ、とR，、の符号が同じであるケース

　たとえば，IR－，，、1＝0．5％である2期間平均収益率と符号が同じである10期

間平均収益率R，、を想定する。このとき，m＝2，〃＝10なので3＝5であり，

P．を1，000，と想定すると，P．－rrt．1は1，010．05または990．05であり，さらに

clの値から，886．92≦P，＿r、≦1，12750の範囲で，価格比戸，　r，，／P，　i／が一様分

　14　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　－．14　一



　　　　　　　　　ヒストリカル・データを使った連続時間型平均収益率の罠（中川）

布に従うと仮定するとき，（4．1）式より，1η，、1＞1瓦］となる確率は60．05594％

となる。この確率は，互，，＝1％のとき886．92≦P，一，，≦1，083．29，またはR“、＝

－
10／oのとき923．12≦“Pt－r、≦1，127．50となる確率を表している。

　また，1盆。1＝　1．50／oである2期間平均収益率と符号が同じである20期間

平均収益率R，，を想定する。このとき，m＝2，　n＝20なので3＝10であ

り，戸tを1，000，と想定すると，戸L，。－1は1，030．45または9フ0．45であり，さ

らにαの値から，718．92≦戸，一，、≦1，390．9フの範囲で，価格比P，一，“／P，一，、が一

様分布に従うと仮定するとき，（4．1）式より，1瓦1＞1互，、iとなる確率は

10．254760／，となる。この確率は，718．92≦戸，－nS｛1，39097の範囲で718．92≦

戸t．li≦740．82または1，349．86≦戸t－n≦1、390．97となる確率を表している，

4．2．1／α≦戸，．，n．1／P，＿1≦αの範囲で瓦、と瓦、の符号が

　　　　　　　　　　異なるケース

　つぎに，瓦、と瓦の符号が異なるケースの確率を考える。期間比n／mが

3（＞1）で，任意の正の定数（ユを所与として，価格比の対数がhl　（P，＿1／

戸t＿1）≦la1の範囲で一様分布に従うと仮定するとき，すなわち，瓦＞0の

ケースではグラフ2A上，またはグラフ2B上のMHの区間にあるときの

1瓦1・1互，1となる麟は（4・2・）式となる・

Pr（1艮nl＞］Rn，　lisign｛RNn／｝≠5・gη｛Rn｝＆η／η・－3＞1＆1／α＜戸ト…一・／戸一．1＜exP（－2P，・））

一・・（1瓦1・1酬・ig・低｝・sig・｛瓦｝＆ψ・－3・1＆P・，・〉・）

一m・x
｛・1」酬州、帥、T．／

，’　　」＞1，Lit　＞C］

　　　　　　　　　　　　　（4．2a）

また，ゑn，＜0のケースではグラフ2A上，またはグラフ2B上のIEの区間にあ

るときのi瓦1＞1瓦4となる確率は（4・2b）式となる・

　　　　　　　　　　　　　　－15－　　　　　　　　　　　　　　15



・・例・1叫…｛司鋤・｛R・．｝鋤1－・＞1・・X・（一・ρ」・戸一，．、／戸．．・、≦・）

一・・例・馴W互・｝列・｛瓦｝＆・／・に・・醐く・）

一…田・（1〒当一閨那川、＿一、

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4．2b）

（4・2a）式と（4・2b）式を嚇にa・m－1のとき・縦軸に1瓦1・1刀．1とな確

率を描いたものがグラフ3．2Aであり

ある。

n？＝2のときのものがグラフ3．1Bで

　例題4．2：互，と司、の符号が異なるケース

　1瓦、1＝O．S°／・である2期間平均収益率と符号が同じである10期間平均収益

率R，、を想定する。このとき，アrt＝2，η＝10なので3＝5であり，　P，を1，000，

と想定すると，コrstLm－、は1，010．05または990．05であり，さらにaを0．1と設

定すると，913．9312≦戸，＿1≦1、094．1743の範囲で価格比戸，“，・1／戸，、rt－1が

一様分布に従うと仮定するとき・（4・2）式より・同・同となる確＄1ま

40．063940／，となる。この確率は，913．9312≦戸，＿、≦1，094．1743の範囲で，

913．9312≦P，，、一］＜951．2294または1，051．2711〈P，＿1≦1，094。1743となる

確率を表している。

　また，1瓦。1＝　1．50／oである2期間平均収益率と符号が同じである20期間

平均収益率R，を想定し，aを2と設定する。このとき，’rn＝2，η＝20なので

3＝10であり，戸，を1，000，と想定すると，戸，一、，，1は1，030．45または970．45

であり，さらにaを0．3と設定すると，763．3795≦戸，＿、≦1，309．9645の範

囲で価格比P，－n，－i／P，，．－1が一様分布に従うと仮定するとき，（4．1）式より，

同＞1亘．1となる確率はゼ・となる．この確率は，戸，・J，一、＜740．8182または

1，349．8588＜P，＿1の範囲で，1互，、1＞IR，。1となるため，763．3795≦P，＿［≦

1・3099645の鞭では1昂，1・1司の確率はゼ・である．
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グラフ3．IB：R．，，とぴ，の符1｝が一．・致するときのIU．1＞1U，，，1の確〉率

1／（｝＜Pt　Pt，，fPt，，1＜nの範囲で・・．一様分布に従うケース（’〃；2）

・・β．．．2人帆1－1％

b・，s．．2・k－1ノ川．3‘t・b

cβ．・2＆帆ll－5｛1・i・
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　　　　　ヒストリカル・データを使った連続時間型平均収益率の罠（中川）

5．戸／T5，一“，．、の確率分布が対数正規分布する

　　　　　ケースの匡〉瓦の確率

　瓦、の確率分布が平均μ，分散σ三の正規分布N｛μ、σ二）に従うと仮定する。

すなわち，（5．1）式を仮定する。

　　　　　　　　　　瓦一h　・n〔　　P，1）　　t　lr’－1〕ぷ∋　　　（・1）

ここで，（5．1）式から（5．2）式が成立する、すなわち，R，の確率分布が正規

分布に従う場合には，η，、の確率分布も正規分布に従う。

　　　　　　　　瓦・niRsr一嵯ヨー－N－（inxi，　tn2aコ）　　（…）

以下の議論では，R，、の確率分布が正規分布に従うという仮定を必要としな

い1）：

　では，Pn＞ii’．’＞0または瓦く兄く0の条件下で，ノφη＝3のとき，

（3．3）式と（3．6）式と（5．2）式より，価格比戸，一，“－1／戸，，一、の対数の確率分布を

求めると（5．3）式となる，

　　　　　m傍・二1－P，・（・－1）－A－（（・－1）叫（・－1）・・na）2　）（5・・）

すなわち，（5．3）式はII1（戸，－n、1／戸，一，，1）の確率分布が平均（3－1）μMI，分散

　　　　　　ツ（（3－1）lllσ）一の正規分布に従うことを意味する。そこで，（5．3）式から，正

規分布密度関数は（5．4）式となる2）。

・flln〔闇下≒一一；h（P，÷荒一畔

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（5．4）

　　　　　　　　　　　　　　　－　21　．　　　　　　　　　　　　　　　　　　21



（5．4）式から，p，〉ρ．＞0またはρ〈ρ、，、＜0の条件下で，Rl＞1互、1となる

確率は（5．5）式となり，n／1・1＝3としたとき，価格比戸，．，．，／P，　f’／－1がグラフ

1B上のCAまたはBlの区間にある確率を表している。

・・（iRrl＞1孔｜輌瓦｝一・…刷）一・∫∴∫11・：ゴ11・多

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（5．5）

　つぎに，p，、＞0＞ρ。、または元、〈0＜p、rの条件下で，　rl／ni　＝＝　・3のとき，

（3。10）式と（5．2）式よ1），価格比戸，一，，，1／P，一，1の対数の確率分布を求める

と，（5．6）式となる。

　　　　11慌一一（1…一・一（（1・・）・・μ・（（1…）・・nσ）コ）（…）

すなわち，ln（」5，＿1／戸ト，t　l）の確率分布は平均（1＋3）r）／ll，分散（（1＋3）〃nσ）コ

の正規分布に従う。そのとき，（5．6）式から，正規分布密度関数は（5．7）式と

なる3）、

∫h
妄一de・・p－；｛岬一鑑）宗1＋輌こ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（5．7）

（5．7）式から，ρ⊃0＞戸，，，またはρ．＜0〈p．，の条件下で，IR．i＞IR，，1とな

る確率は（5．8）式となり，〃／η1＝3としたとき，価格比P，一，，，－T／戸，一．tlがグラ

フ2B上のCAまたはBlの区間にある確率を表している。

Prq・η1＞1η…［ト9η｛R・el｝≠5－i．q・1｛R・．｝）－2∫’1）i．it　if　ln　多1．　f　　d　In　告：・i

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（5．8）

ここで，（5．8）式の確率と（5．5）式の確率を標準正規累積分布関数で表示する

と，（5．8）式と（5．5）式の標準正規累積分布関数は一致して，（5．9）式とな

る。

　りり　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　．一　）つ　一



ヒストリカル・データを使った連続時間型平均収益率の罠（中川）

　　　　　　　・・（IR・1・1Ai．，1）一・fi，」，k　±　exp　1－　｛；　1　d：　　（・）

横軸にア？z期間平均収益率瓦tの1°／・以上のボラティリティ（標準偏差）σ，縦

軸にIRN。1＞1互、1となる（5．9）式の確率を描いたものがグラフ4である。ここ

で，｛瓦］はm期間平均収益率の絶対値を表している。たとえば，R。，のボラ

ティリティが20c／・のとき1・・同〉［R．、1の確率はIR．1が1°／・のとき96・01°／・・

陶が1・°／・のとき61・71％である・また・同が2％のとき・1瓦1・1司の

確率はR，nのボラティリティが2°／・のとき1・31・73c／・・同＞IR．，1の確率は

Rmのボラティリティが20％のときに92．03°／・になる。自明のことである

が，1互、1の上昇によって，1互［＞1互“1の可能性は低まり，瓦，のボラティリ

ティが増加するにしたがって，IA。1＞1瓦］となる確率は高くなることがグラ

フ4を示している。

　ここで，μを遠い将来の期待収益率Rxとすると，（2．4）式より，μ＝Rx＝0

となり・同一1刀・一・L．、、、．、である・また・R・．－1’であるときには・確率

100°／・で同・1司となることがわかる・

最後に・（5・9）式で表現される1瓦nl＞1瓦，∈なる確率がパラメータμ・・1？n／

一μ，あるいはσの変化によって，如何に変わるかを考察するために，それ

ぞれで偏微分する。

言日（1瓦1・同）一、（∂1－，）日（1瓦1・1瓦1）一嬬・g｛一（㌫叫・・

（5．10）

£日（1瓦1・1見1）一≒μド…｛一（剖・・
（5．11）

（5．10）式と（5．11）式は直感的に一致する事実である。

一 23 23
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ヒストリカル・データを使った連続時間型平均収益率の罠（中川）

6．ま　と　め

　本稿では，ヒストリカル・データを使用して公表された基本統計量から，

期間が異なる2種類の連続時間型平均収益率とその標本標準偏差から，異な

る2時点の価格比の対数の確率分布が任意の範囲で一様分布に従うとき，あ

るいは正規分布に従うときに，n期間平均収益率の大きさ（絶対値）がrη

期間平均収益率（lll〈li）の大きさを上回る可能性を考察した。そのとき，

2種類の連続時間型平均収益率を計算するためには4種類の資産価格を必要

とするが，両平均収益率を計算するために共通する資産価格を使用した場合

には，3種類の資産価格を必要とする。

　そのとき，rrl期前の資産価格に対するn期前の資産価格の比率の対数の

確率分布の平均がゼロを中心に任意の値を下限と上限にして一様分布に従う

と仮定した場合に，期間が長い平均収益率の大きさが期間が短い平均収益率

の大きさを上回る確率を求めた。たとえば，期間比をm期前の資産価格に

対するn期前の資産価格の比（価格比）の対数が士0．1の範囲（価格比が

0．9048から1．1052の範囲）のとき，rll　Va間平均収益率の絶対値が10／oとし

て，両平均収益率の符号が同じとき，1’期間平均収益率の大きさがm期間

平均収益率の大きさを上回る確率は60％となり，両平均収益率の符号が異

なるときに上回る確率は400／oとなる。

　また，期間比を10，価格比の対数が土0．3の範囲（価格比が0．7408から

1．3499の範囲）にあり，m期間平均収益率の絶対値が30／oのとき，両平均収

益率の符号が同じとき，n期間平均収益率の大きさがm期間平均収益率の

大きさを上回る確率は10％となり，両平均収益率の符号が異なるときに上

回る確率はゼロである。このとき，価格比の対数を0．3とした任意の値は，

m期前の資産価格を1，000としたとき，tl期前の資産価格は740．82あるいは

　　　　　　　　　　　　　　　一25　－　　　　　　　　　　　　　　　　25



1，349．86となり，このli期前の資産価格の値が現実的かどうかの問題が生じ

るzたとえば，資産価格データが年次データであり，期間比が10と大きい

場合ならば，上記のn期前の資産価格は妥当であろうが，日次データの場

合には出現しそうにもない値と考えられる。したがって，価格比の対数の確

率分布が一様分布に従うと仮定した場合には価格比の対数の範囲と期間比に

注意を要する。

　他方，m期前の資産価格に対するil期前の資産価格の比が対数正規分布

に従うと仮定した場合に，η期間平均収益率の大きさがm期間平均収益率

の大きさを上回る確率はm期間平均収益率とm期間収益率のボラティリ

ティに依存して決定し，そこでは，自明であるが，711期間平均収益率の絶

対値が小さいほど，またm期間収益率のボラティリティが大きいほど，上

回る確率は高いと想定される。たとえば，m期間収益率のボラティリティ

が20°／・のときにn期間平均収益率の大きさが7η期間平均収益率の大きさを

上回る確率は，m期間平均収益率の絶対値が1％のとき96．Olo／o，また7η期

間平均収益率の絶対値が10％のとき61．71％である。また，nz期間平均収

益率の絶対値が2°／・のときにn期間平均収益率の大きさがm期間平均収益

率の大きさを上回る確率は，m期間収益率のボラティリティが20／oのときに

31．730／o，ni期間収益率のボラティリティが20％のときに92．03％になる。

　本稿では，連続時間型平均収益率についての注意点を明らかにした。今期

と前期の資産価格の差を前期の資産価格で除した収益率の相加平均（離散時

間型相加平均収益率）と今期と前期の資産価格の差を前期の資産価格で除し

た収益率の相乗平均（離散時間型相乗平均収益率）についても，機会を得て

比較考察したい。

　〔注〕

1）　R．とR，．、の確率分布が対数正規分布に従うならば，R．　R＝，の確率分布もまた対

数正規分布に従うことが知られている．
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　　　　　　　　ヒストリカル・データを使った連続時間型平均収益率の罠（中川）

価格比P・．．IP．一，の購値E［R・．1P・一・に分散司P－・・！p・一・）は獄となる・

　　　　　E［P，”，．／・・、］一・X・｛（（・－1）・．・∋二／・｝

　　　　　WP－／P．一．）一・X・（（・－1）・．．・）こ｛eX・（（’i－1）ρ，「σ）’－1｝

価格比P・一，．匹の縦値E［P・一・ノ司扮散WP－・・！p．．）は次式となる・

　　　　　E［P・．．ノ・．，1－・X・｛（（1・・）・．・）：／・｝

　　　　　司月一，r／P，－」一・X・（（1＋・3）・，．・）こ｛eX・（（1＋3）・，，．・）：－1｝
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